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1 Introducao

Célculo Numéricoé a obtenc¢do da solucédo de um problema pela aplicagdo de métodaouanéri
solucéo do problema sera caracterizada, entdo, por um conjunto de nimeros, exatos ou aproximados

Método Numeéricoé um algoritmo composto por um numero finito de operacbes envolvendo
apenas numeros (operagfes aritméticas elementares, calcufgdesf consulta a uma tabela de valores,
consulta a um gréfico, arbitramento de um valor, etc.).

Problema
Fisico

Modelagem

Modelagemé a fase de obtencdo do modelo matematico que descreve o compiar@onastema

fisico.

Resolucaoé a fase de obtencdo da solucéo através da aplicacdo de métoddsasu(aste € o

objetivo de estudo dGalculo Numérico).

Modelo
Matematico

Resolucdo

Solucao




2 Conceito de Erro

2.1 Introducgao

A nocéao de erro esta presente em todos os campos do Caélculo Mumériem lado, os dados,
em si, nem sempre sdo exatos e, de outro lado, as operacfes swlerendbd exatos propagam esses
erros a seus resultados. Finalmente, os préprios métodos numériaisgenteenente métodos
aproximados, buscam a minimizacdo dos erros, procurando resultados mroxeis possivel do que
seriam valores exatos.

Erro é a diferenca entre o valor exato e o valor apresentado.

No proximo capitulo, sobre representacdo de numeros reais, isgralisar varias situacoes em
gue ocorrem erros, quando utilizamos o computador para realizar osak seguir, analisaremos 0s
erros que ocorrem durante as fases de modelagem e resoluc®ém tsobre erros de arredondamento e
erros de truncamento.

2.2 Erros na Fase de Modelagem

Ao se tentar representar um fenémeno do mundo fisico por meio deétodonmatematico,
raramente se tem uma descricdo correta deste fendbmeno. Nontealrs@o necessarias varias
simplificagbes do mundo fisico para que se tenha um modelo.

Exemplo: Estudo do movimento de um corpo sujeito a uma aceleragéo constante.
Tem-se a seguinte equacao:

d=do+Vo* t+ 1/2 *a * 1
onde:
d :distancia percorrida
do : distancia inicial
Vo :Vvelocidade inicial
t :tempo
a :aceleracao

Determinar a altura de um edificio com uma bolinha de metal e um crondmetro: 3s
d=0+0*3+1/2*9.8*3=44.1m

Este resultado é confiavel?
1. Fatores nao considerados:
resisténcia do ar
velocidade do vento, etc.
2. Precisao dos dados de entrada:
Se o tempo fosse 3,85 d = 60.025m
Variacdo de 16,7% no crondme®o 36% na altura.

2.3 Erros na Fase de Resolucéo

Para a resolucdo de modelos matematicos muitas vezes domexassaria a utilizacdo de
instrumentos de célculo que necessitam, para o seu funcionamento, gquiegagcertas aproximacoes.
Tais aproximacfes podem gerar erros, tais como: conversao dedoasese arredondamento e erros de
truncamento.

2.4 Erros Absolutos e Relativos

Erro absoluto (EA) é a diferenca entre o valor exato de um nunmeeoo seu valor aproximado
N’



N=N + EAy (N>N ® EAy>0
N<N ® EAy<0)

EAV=N- N Erro absoluto

Por exemplo, sabendo-se quk (3.14, 3.15) tomaremos pgpaum valor dentro deste intervalo e
teremos, entaoEpy| = p - p'| < 0.01.

Erro Relativoé definido como o erro absoluto dividido pelo valor aproximado:

E - N’ .
ER, = A - N-N Erro Relativo
N' N'

E claro queEAy sO poderéa ser determinadolséor exatamente conhecido; como isso é raro, em
calculos numéricos costuma-se trabalhar com uma limitacdom@a@ara o erro, ao invés do proprio
(indicando-se, entaok| <e, ondee € o limite).

Por exemplo, sa = 3876.373 e s6 desejamos a parte intgir@ erro absoluto sera:
=|la-a'|=0.373

Se fizermos o0 mesmo com o nimbre 1.373, teremos:
=|b-b'|=0.373

Obviamente, o efeito de aproximacaolkdé muito maior do que em, mas o erro absoluto € o
mesmo nos dois casos. O erro relativo, entretanto, pode traduzir perfeitamefiate gstes:
0,373 0, 373

d, = 287¢ @0,000096 < 19 d, = —"@0,373 < 5*18

2.5 Erro de Arredondamento

Ao se aplicar um método numeérico, os erros devidos aos valoressiniciarmediarios e finais
conduzem a um erro global (diferenca entre o exato e o obtido) também chamaddathe amento.

Erros iniciaissdo os cometidos no arredondamento dos dados iniciais. Os errosdideasnsao
decorrentes dos erros cometidos durante a aplicacdo do método nunamieaos finais decorrentes da
apresentacao final do resultado.

Os tipos de arredondamentos mais conhecidos séo:
Arredondamento para baixo ou por falta;
Arredondamento para cima ou por excesso;
Arredondamento para o numero de maquina mais préoximo.

Critério de Arredondamento: no calculo manual, ao registrar um valor aproximado, costuma-se
usar a seguinte regra:

1. somar meia unidade apds a ultima casa decimal a conservar,
2. desprezar as demais casas.

Assim, com 2 nameros significativos tem-se:

J2 =1.414 .@1.41 (1.414 ... + 0.005 = 1.419®..1.41)
32 =1.259 ..@1.26 (1.259 ... + 0.005 = 1.264®..1.26)



O uso deste critério limita 0 erro a meia uniddddiltima casa conservada:

E=+2 - 1.41=1.41421 ... 1.41 = 0.00421 < 0.005

Os valores aproximados obtidos podem ser infexiQralor aproximado por falta) ou superiores
(valor aproximado por excesso) aos exatos; 1.4%adow aproximado, por falta, dé2 ; 1.26 é o valor de
3/2, aproximado por excesso.

Para concluir este item de erro de arredondamdet@-se ressaltar a importancia de se saber o
numero de digitos significativos do sistema deeggmtacdo da maquina que esta sendo utilizada para
gue se tenha a nocao da preciséo do resultadmobtid

Além da precisdo decimal, o célculo do chamadaildipsia maquina nos da uma idéia da
exatiddo da maquina.

O e da maquina € o menor numero de ponto flutuantejuex 1 +e > 1. Alguns meétodos para
calculo dee ndo déo seu valor exato, mas isto nem sempreeSs@, pois 0 que importa é a sua ordem
de grandeza.

O programa abaixo, escrito na linguagem C, calgoia aproximacao doda maquina:

#include <stdio.h>
int main()

float Eps=1.0;
while (Eps + 1> 1)
Eps = Eps/ 2.0;
printf("A maquina acha que %1.25f vale zero\n", Eps);
return O;

}

O programa acima, executado num Pentium, obteeguainte resposta:
A maquina acha que 0.0000000000000000000542101 vale zero!

Logo, o numero de digitos significativos € 19.

2.6 Erro de Truncamento

S&o erros provenientes da utilizacdo de procepsesdeveriam ser infinitos ou muito grandes
para a determinacdo de um valor e que, por razéésgs, sao truncados.

Estes processos infinitos sdo muito utilizadosavaiacdo de fungbes matematicas, tais como,
exponenciacao, logaritmos, fungdes trigonométecadrias outras que uma maquina pode ter.

Exemplo: Uma maquina poderia calcular a funcdo sene( exponenciak) utilizando as seguintes
técnicas:

3 5 7
sengx) = x - =~ + X . X4
3 5! 7!
2 3
=1 + x + X + X 4
2! 3

Fazendo truncamento:



3 5 7
X X X n X
e ]
2 3
g@l + x + X o+ X 44X
2! 3! n!

A solucgédo é a de interromper os célculos quanda determinada preciséo é atingida.

De uma maneira geral, pode-se dizer que o ertoudeamento pode ser diminuido até chegar a
ficar da ordem do erro de arredondamento; a pdgise ponto, ndo faz sentido diminuir-se mais, @ois

erro de arredondamento serd dominante.



3 Representacdo dos Numeros Reais

3.1 Introdugéao
Complexos (2+30-1)
NUmero Irracionais (p; ©2)

Reais Inteiros (-1004; 2)

Racionai Ordinarios (32/7; 1/3)

Fracionario
Decimais (-3.15; 0.33...)

Algumas das propriedades basicas da aritmétidanda valem mais quando executadas no

computador, pois, enquanto na matematica algunsmsrsao representados por infinitos digitos, no
computador isso ndo € possivel, pois uma palavraemedria é finita e a propria memoria também.

Exemplos: V2,43, p e%.

Se desejassemos calcular a area de uma circuciteréa raio 100m, obteriamos os seguintes
resultados:

a) A = 31400
b) A= 31416 M
c) A=31415.92654 f

Como justificar as diferencas entre os resultaffiog@ssivel obter o valor exato desta area?

Os erros ocorridos dependem da representacadidueros na maquina utilizada. A representacao
de um numero depende da base escolhida ou disporiveaquina em uso e do nimero maximo de
digitos usados na sua representacao.

O numerop, por exemplo, ndo pode ser representado atravésndaumero finito de digitos
decimais. No exemplo mostrado acima, o numeréoi escrito como 3.14, 3.1416 e 3.141592654
respectivamente nos casos (a), (b) e (c). Em caddales foi obtido um resultado diferente, e o erro
neste caso depende exclusivamente da aproximagalbida parg, Qualquer que seja a circunferéncia,
a sua area nunca sera obtida exatamente, uma&@zequm numero irracional.

Como neste exemplo, qualquer calculo que envolvaenos que ndo podem ser representados
através de um numero finito de digitos nao forrleo®mo resultado um valor exato. Quanto maior o
numero de digitos utilizados, maior sera a preadigla. Por isso, a melhor aproximacgao para or o
area da circunferéncia € aquela obtida no caso (c).

Além disso, um numero pode ter representaca@fent uma base e ndo-finita em outras bases. A
base decimal é a que mais empregamos atualmentecodrputador opera normalmente no sistema
binario.

Observe o0 que acontece na interacdo entre o aqoaridados do programa) e o computador: 0s
dados de entrada sdo enviados ao computador pghoiauso sistema decimal; toda esta informacédo é
convertida para o sistema binario, e as operagiies tserdo efetuadas neste sistema. Os resuliaaiss f
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serdo convertidos para o sistema decimal e, fingknseréo transmitidos ao usuario. Todo este psoce
de conversédo é uma fonte de erros que afetam badsdinal dos célculos.

Na proxima sec¢éo, iremos estudar os processosrmersdo de niameros do sistema decimal para
o0 sistema binario e vice-versa. Estudaremos tangbfmma de armazenamento feita pelos computadores
digitais.

3.2 Sistema de Numeracao

Existem varios sistemas numeéricos, dentre os glestacam-se o sistema decimal (base 10), o
octal (base 8) e 0 hexadecimal (base 16).

Em um sistema numérico com basexistemb digitos e o maior &— 1. De um modo geral, um
namero na bask, (§a.1...aaud0), O£ a £ (b — 1),k=1, 2, ..., pode ser escrito na forma polinomial:

ab +a. b+, .+ ab’+ b’ + ab®

Com esta representacdo, podemos facilmente cenvwart nimero representado em qualquer
sistema para o sistema decimal.

3.2.1 Sistema de Numeracdo Decimal

No sistema de numeracéo usual, o sistema deairsaimos dez digitos 0, 1, ..., 9. Um numero
maior que 9 é representado usando uma convencéaatrgue significado a posi¢ao ou lugar ocupado por
um digito. Por exemplo, em virtude das posicoepadas pelos digitos individuais no numero 201%, est
namero tem significado numérico calculado como:

2015 = 2*168 + 0*10° + 1*10' + 5*10° = 2000 + 0 + 10 + 5 = 2015

Notamos que um numero € expresso como uma sonpotdacias de 10 multiplicadas por
coeficientes apropriados. No sistema decimal, a(base do sistema. Existem 10 digitos, o maiorcsend

9. Em um sistema numérico com b@sexistemb digitos e o maior b -1.

3.2.2 Sistema de Numeragé&o Binario

No sistema binario existem apenas 2 digitb&€ 1. Como os circuitos eletrbnicos usados no
computador apresentam 2 estados possiveis, conmenese chamar o estado desligado de 0 e o estado
ligado de 1. Cada digito de um namero representadgistema binario € denominaliv (contracdo de
Blnary digiT), o conjunto de 4its € denominadaoibble e o de &its debyte termo bastante utilizado na
area de informatica.

3.2.2.1 Converséao do Sistema Binario para Decimal

Quando um numero € escrito no sistema binaridjg®s individuais representam os coeficientes
de poténcias de 2. Por exemplo, o numero decima &Scrito em representacao binaria como 10011,
pois este arranjo de digitos binarios significa:

10011 =1*2+ 02+ 0*22 + 1*2' + 1*2°=16+0+0+2+1 =19

3.2.2.2 Converséao do Sistema Decimal para Binario
A conversao de um numero decimal para binaridgt& da seguinte forma:



19 [ 2
LSB»1 9 |2
1 4|2

19(10) = 10011.2)

O bit menos significativo de um namero binario recelbpetacédo de LSBLEast Significant Bjte
o bit mais significativo de MSBMost Significant Bijt

3.2.2.3 Conversao de Nimeros Binarios Fracionarios em Decimais

Consideremos agora a conversao de um numero riGamobinario (base 2) para um numero
decimal (base 10).

0.1250= 0*1& + 1*10* + 2*10°% + 5*10° = 0.1 + 0.02 + 0.005 = 0.12F
0.00L=0*2°+0*2 1+ 0*22+ 1*2°=0+0+ 0+ 0.125=0.126
0.10L=0*2°+ 1*21 + 0*22 + 1*2° =0+ 0.5+ 0 + 0.125 = 0.62b

3.2.2.4 Conversao de Nimeros Decimais Fracionarios em Binarios

Consideremos agora a conversao de um numeroricamoda base 10 para a base 2. Um numero
real entre O e 1 pode ter representacéo finitaistensa decimal, mas representacao infinita norsete
binario.

No caso geral, sefaum nimero entre 0 e 1 no sistema decimalddp..d;...), sua representacao
no sistema binario. Os digitos binartsd,, ...,d;, ... séo obtidos atravées do seguinte algoritmo:

Passo 0O: r=r;k=1
Passo 1: CalculerR
Se 2y =1, fagady = 1,
caso contrario, facdi = 0
Passo 2: Faga.1 = 2 dk
Sery+1 = 0, pare.
Caso contrario:

Passo 3: k=k+ 1.
Volte ao passo 1.

Observar que o algoritmo pode ou ndo terminar apdsnumero finito de passos. Para
(0.125), teremosr; = 0.125.

k=1 2’1:025 d]_:

k=2 22:0.5 dzzg



k=3 23=1.0 ds
la

Ol

Temos entdo 0.125= 0.00%, sendo portanto a representagcdo binaria finitgpa¥ar = 0.1,
teremosr; = 0.1

k=1 2’1:0.2 d]_:Q
r2=0.2
k=2 22:0.4 dzzg
rs=0.4
k=3 2’3:0.8 d3:Q
r4=0.8
k=4 2,=1.6 di=1
r5—0.6
k=5 2’5:1.2 d5:l.
r6=0.2=r2

Comorg =r,, teremos que os resultados plade 2 e 5 se repetirdo e enté@.=rs=rp, =0.2 e
assim indefinidamente.

Concluimos que: (0.9 = (0.000110011001D11..); e, portanto, o niamero (0;4)ndo tem
representacao binaria finita.

O fato de um numero néo ter representacao finitsistema binario pode acarretar a ocorréncia de
erros aparentemente inexplicaveis em célculosadesiem sistemas computacionais binarios.

Um computador que opera no sistema binario iréaaemar uma aproximacao para (,1yma
vez que possui uma quantidade fixa de posi¢coesguaraar os digitos de mantissa de um nimerogae est
aproximacao sera usada para realizar os célcufmssdl pode, portanto, esperar um resultado exato.

Podemos agora entender melhor por que o resudtadperacao:

1000
S= 01

n=1

nao € obtido corretamente num computador. Supont maquina digital que trabalhe com apenas 9
digitos na mantissa, 0 numero (@l9eria armazenado como (0.0001109XKlLeste numero representa
exatamente (0.09960937h)Portanto, todas as operagdes que envolvem {&djiam realizadas com
esta aproximacao. Veremos na proxima secdo a ezpagsio de numeros em aritmética de ponto
flutuante com o objetivo de se entender melhoaaae resultados imprecisos em operacdes numeéricas

1000
O programa a seguir permite calcular0.1, sendo 100 o valor exato dessa somatoria.
i=1
#include <stdio.h>
int main()
t
int i,
float x=0;
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for (i=1;i<=1000; i++)
x=x+0.1;
printf("x = %.20f", x);
return O;

}

Quando essa somatoria é efetuada utilizando o daiquo valor €99.99904632568359380000
Se trocarmos o tipfboat paradouble(maior precisao) o resultado s€99999999999859310000

3.3 Aritmética de Ponto Flutuante

Usa-se, rotineiramente, duas formas para fazemazenamento dos nimeros em maquinas:
ponto fixo (para valores inteiros) e ponto flutwa(para valores reais).

Uma maquina de calcular, ou um computador digighresenta um numero real no sistema
denominado aritmética gento flutuanteNeste sistema, o nUmex@ representado na forma:

onde:
b: € a base em que a maquina opera;
di: sdo numeros inteiros contidos no intervalbd£ (b -1); i =1, 2, ...1; di ! O;
€. representa o expoentelde assume valores entr€ e£ S,
[, S limite inferior e limite superior, respectivamenpara a variacdo do expoente.

d: d. ds d
CR v
os seus digitos significativos teé o numero de digitos significativos do sistemarej@esentacéo,
comumente chamado de precisdo da maquina.

+ ..t € chamada de mantissa e é a parte do nUmero preseata

Exemplo 1:No sistema de base= 10 (decimal), tem-se:

2 5
+ — 4

1
01250= ——
°" ¢ 1?7 10

3.14150= 0.31415 10'= > + = 4, 1 5

1¢ 1?2 100 10°  10°

Os nameros assim representados estao normalizating, a mantissa € um valor entre 0 e 1. A
forma normalizada é utilizada nas opera¢cfes enmdly@onto flutuante em computadores digitais.

No sistema de base= 2 (binario), tem-se:

o

100=1010=0101 2= = + -+ 13 . 2
2 2 2
1,3
410:10(}_):0.1*23:5 *2
Exemplo 2: Numa maquina de calcular cujo sistema de reprag&otutilizado tenhb=2,t = 10,I =-15

eS=15, o numero 25 e 3.5 é, assim representado:
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25,0=1100% = 0.11001 * 2=0.11001 * 2°*
1200 00,00 00
2 2 2 2 2 2 2 2 2

ou, de uma forma mais compacta:

1100100000 0101
Mantissa expoentg

Cada digito € chamado de bit, portanto, nesta maag#o utilizados 10 bits para a mantissa, 4
para o expoente e mais um bit para o sinal da ssnfse bit=0 positivo, se bit=1 negativo) e unpait.
o sinal do expoente, resultando, no total, 16 Qiis,s&o assim representados:

250= [o[1]1]o]o|1]o]o]o|o]0]0]0[1]0]1
Valor da Mantissa Expoente
— Sinal da Mantissa Sinal Exp.

3.5=0.111*3°

[of1]1]1]ofo]o]ojojo]ofofo]0]1]0]

O maior valor representado por esta maquina daswiexemplo 2 seria:

[oft]ajajafafajajaja]afofa[a[a[a]

que, na base decimal, tem o seguinte valor: 0.11mm * 3= 32736,
E o menor valor seria: -0.1111111111 * B = 327346,

Logo, 0os numeros que podem ser representados masfaina estariam contidos no intervalo
[- 32736; 32736].

Nesta maquina, ainda, o valor zero seria repradergor:

[o[o]o]ofofo]o]ojojo]ofo]o]0]0]0]

O préximo numero positivo representado seria:

[o[1]o]ofofo]o]ojojofofa]a][1]1]1]

0.1 * 2'°=0.000015259

O subsequente seria:

[o[1]o]ofofofo]ojojofa]a]a][1]1]1]

0.1000000001 *2° = 0.000015289

Através desses exemplos pode-se concluir que jurdondos numeros representaveis neste
sistema é um subconjunto dos numeros reais, deatirtervalo mostrado anteriormente.
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Considere, por exemplo, uma maquina que oper&stensa;

b =10; t=3; el [-5,5].

Os numeros serao representados da seguinte f@ssa sistema:

0.01dxd3 * 10°, 0£d £9,d,t 0,el [-5, 5]
O menor numeranf), em valor absoluto, representado nesta maquina é:
m=0.100 * 10’ = 10°

€ 0 maior numera\), em valor absoluto, é:

M =0.999 * 10 = 99900
Considere o conjunto dos numeros reaéso seguinte conjunto:
G={x1 |m£|x|EM}
Dado um numero rea| véarias situacdes poderado ocorrer:

1. x1 G: por exemplox = 235.89 = 0.23589 * F0Observe que este nimero possui 5 digitos na
mantissa. Estéo representados exatamente nesténemégunimeros: 0.235*1@ 0.236*16.

Se for usado o truncaments, serd representado por 0.235%*18, se for usado o
arredondamentox sera representado por 0.236%1(Na proxima secdo, sobre erros,
estudaremos o truncamento e o arredondamento;

2. | x| <m: por exemplox = 0.345*10". Este nimero ndo pode ser representado nestamaaqui
porgue o expoenteé menor que5. Esta € uma situacdo em que a maquina acusarérosa
deunderflow

3. |x| >M: por exemplox = 0.875*10. Neste caso o expoeree maior que 5 e a maquina acusa
a ocorréncia deverflow

Algumas linguagens de programacgdo permitem queaddveis sejam declaradas em precisdo
dupla. Neste caso, esta variavel sera representasiatema de aritmética de ponto flutuante da magu
mas com aproximadamente o dobro de digitos disp@nha mantissa. E importante observar que, neste
caso, o tempo de execucéo e requerimento de meauimantam de forma significativa.

O C fornece trés tipos para numeros de pontodiis Cada tipo tem um intervalo e uma
precisao especificada:

Tipo N° de bits Intervalo
Inicio Fim
float 32 3.4E - 38 3.4E+38
double 64 1.7E - 308 1.7E+308
long double 80 3.4E - 4932 3.4E+4932

O tipo long double é o tipo de ponto flutuante comior precisdo. E importante observar que os
intervalos de ponto flutuante, na tabela acima&icestdicados em faixa de expoente, mas 0s numeros
podem assumir valores tanto positivos quanto negmti

3.4 Propagacao de Erros
Durante as operagfes aritméticas de um metoderros dos operandos produzem um erro no



13

resultado da operacéo; semiaa, B, b os valores exatos e aproximados, respectivés,esy, 0S erros
dos operandos.

A+B=(@a+R+(b+E)=a+b+E+HK \ EAps =B+ B
A-B=(@@+E)-(b+k)=a-b+E- E \ EApg=E- E
A*B=(a+E)(b+hk)=ab+ak+bE +EK*E, \ EAas =ak + bE + B*Ea

Vejamos através de um exemplo, como 0s erros ittss@nteriormente podem influenciar o
desenvolvimento de um célculo.

Exemplo: Suponha-se que as operagfes abaixo sejam pragessad uma maquina com 4 digitos
significativos e fazendo-sg; = 0.3491*10 ex, = 0.2345*18 tem-se:

(X2 +X%1) - X1 = (0.2345*18 + 0.3491*10) - 0.3491*1¢
=0.3491*16- 0.3491*1¢
= 0.0000

Xo + (X1 - X)) =0.2345*18 + (0.3491*1d - 0.3491*10)
= 0.2345 + 0.0000
= 0.2345

Os dois resultados séo diferentes, quando naorideveser, pois a adicdo € uma operacao
distributiva. A causa desta diferenca foi um arretdonento feito na adica®,(+ x;), cujo resultado tem 8
digitos. Como a maquina s6 armazena 4 digitos,em@ssignificativos foram desprezados.

Ao se utilizar maquinas de calcular deve-se edtanto a essas particularidades causadas pelo erro
de arredondamento, ndo s6 na adicdo mas tambéoutnas operacdes.
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4 Zeros de Equacdes Transcendentes e Polinomiais

4.1 Introducgao

SejaF(x) uma funcéo real definida num intervalo [a, b]a@ia-se raiz(es) desta fungcéo em [a, b]
atodox (cs) 1 (a, b) tal qué=(x) = 0, como mostra a figura abaixo.

4

y

r--e

4.1.1 Derivada de uma fungcé&o num ponto

A funcgdo! : A® R diz-se derivavel no ponto de acumulagélb A quando existe e € finito o
limite:

Dy _

im Y o= f(x)- f(a) _ i f(a+Dx)- f(a)
DLg]o Dx !®ma X-a D!@mo Dx

Quandd é derivavel ena, o limite € chamado derivada fieo pontca.

4.1.2 Tipos de Métodos
Pode-se dizer que sdo dois os métodos para seadsheaiz(es) de uma equagao:

Método direto quando fornece solugdo em apenas um Unico pastbraiz é exata, a menos de
erros de arredondamento.

Exemplo: SejaF(X) = x* - 3x + 2. A solucdo direta pode ser obtida atravétaula de Baskara com a

- bt \/b* 4ac
2a

expressaoX = , que terd como conjunto solucgéo {1, 2}.

PROGRAM Baskara;
VAR a, b, c:INTEGER;
delta : INTEGER,;
x1, x2 : REAL;
BEGIN
a=1,b:=-3;c:=2 {f(x) =x"2 - 3*x + 2}
delta := b*b - 4*a*c;
IF delta >= 0 THEN
BEGIN
x1 := (-b + SQRT(delta)) / (2*a);
X2 := (-b - SQRT(delta)) / (2*a);
WRITELN('x1 = ',x1);
WRITELN('X2 = ',x2);
END
ELSE WRITELN('Nao possui raizes reais');
END.

Método iterativoou indireto: é um processo de célculo infinito, recursivo, gure o valor obtido
a cada passo depende de valores obtidos em padsosras. Este tipo de método, na maioria dassyeze
ndo obtém solugcdo exata para as raizes, mas sinsalogio aproximada dentro de uma faixa de erro
considerada aceitavel.
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E importante salientar, que normalmente, os métdtlyativos sdo mais precisos quando
executados em um computador que permite agilizaélzsilos matematicos, obtendo assim uma melhor
precisao.

Exercicio: Calculary/4 e dev/2 usando o Método de Newton definido por:

— Xn—l —
X, R — paran=1, 2, 3, ...
onde: x: 0 numero a ser calculado a raiz
Xo. uma atribuicao inicial qualquer diferente de zgrar exemploxo = 1).

Como vimos anteriormente, o célculo das duassaieeuma equacao do segundo grau, colocada
sob a formax + bx + ¢ = 0, s&o facilmente obtidas pela férmula de Baskantretanto, se colocarmos
uma expressao em que apareca uma equacao trandeermesolucdo ja ndo € tdo simples, como
demonstram os exemplos abaixo:

g€+x=0
cogx) —x=0
In(x) +x—2=0

Mesmo um polinémio de grau maior que trés j4 eéouma solucéo algébrica simples como a da
equacao do segundo grau, a ndo ser em casos lpaesclyamos analisar como enfrentar esse problema,
tdo comum em diversas areas da engenharia, dare@mias ciéncias, da fisica, entre tantas outras.

Essas equagbes, com enorme frequéncia, nos levaimes reais ndo racionais que, ao serem
representadas no computador, necessariamentemdeforma aproximada, pelas razdes ja expostas no
capitulo anterior, tendo em vista que necessitadannfinitos digitos, em suas mantissas, pararsere
representadas.

Além disso, em geral, estamos interessados enr eltes valores, essas raizes, com uma
determinada precisdo, com um erro toleravel, cayunahs casas decimais, sem a pretensao de obter
valores exatos. Isso € mais do que suficiente,gparaioria dos problemas praticos encontrados.

Os métodos numeéricos a serem apresentados, padindalores inicialmente propostos, buscam
aprimorar esses valores, diminuindo os erros, apemdo-se, assim, dos valores das raizes procyradas
até que os erros sejam aceitaveis, podendo-setiganasm sejam erros inferiores a valores pré-dedisi

Para se calcular uma raiz duas etapas devemgedas:
Isolar a raiz, ou seja, achar um intervalo [apbjenor possivel, que contenha uma e somente
uma raiz da equacdfx) = 0;
Melhorar o valor da raiz aproximada, isto €, refmaté o grau de exatidao requerido. Com a
abordagem iterativa precisamos determinar um ialerwicial para construirmos a seqiéncia
{x} e teremos que a rai sera dada por:

X'=limx
i®¥

Além disto, temos que estipular critérios de paygmbis na pratica ndo calcularemos infinitos
termos, mas apenas o suficiente para atingirmaatadéo desejada.
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4.1.3 Isolamento de Raizes

Nesta fase é feita uma andlise tedrica e graficlcaof(x). Para tal fim, usa-se freqientemente
um importante teorema da algebra.

Teorema Se uma funca@(x) continua num intervalo [a, b] assume valoresiigs opostos nos
pontos extremos deste intervalo, istd(8). f(b) < 0, entdo o intervalo contera, no minimo, uaia da
equacad(x) = 0; em outras palavras havera, no minimo, umemaml (a, b) tal qué(x) = 0.

4.1.3.1 Numero de Raizes Reais

Na secao anterior vimos como delimitar as raigass da-(x) = 0. Agora iremos verificar quantas
raizes existem no intervalo delimitado. Os métaaegguir ddo uma boa indicacdo sobre o nimero de
raizes do intervalo.

Teorema de BolzandSejaF(x) = 0 uma equacao algébrica com coeficientes eeals (a, b):

Se F(a).F(b) < 0, entdo existe um numernpar de raizes reais (contando suas
multiplicidades) no intervalo (a, b).

SeF(a).F(b) > 0, entdo existe um numepar de raizes reais (contando suas multiplicidades)
ou ndo existeraizes reais no intervalo (a, b).

A determinacdo do numero de raizes de equacGexémdentes geralmente é quase impossivel,
pois algumas equacdes podem ter um namero infikit@izes.

N&o faremos maiores consideracdes sobre estetanp®rtopico, por ndo ser o objeto de estudo
neste momento, e por merecer um trabalho a pasiédal a extensdo de seu contetudo. Entretanto,
podemos salientar que o problema de isolar rai@estitui-se deenumeracaplocalizacdoe separacao
das mesmas.

4.1.3.2 Refinamento

Depois de isolar a raiz no intervalo [a, b], pessa calcula-la através de métodos numeéricos.
Como veremos adiante, estes métodos devem foroeweseqiéncia {kde aproximacao, cujo limite &
a raiz exatax. Em cada aproximacaq, da raiz exatx, usa-se um destes critérios e compara-se 0
resultado com a toleranotgpré-fixada.

A verificacdo, de que, esta "suficientemente” proxima da raiz, pode edéafde dois modos
diferentes (que podem levar a resultados difergntes

|f(x,) |Ee  (abordagem pelo eixo y)
| Xn - Xn-1 | £ € (abordagem pelo eixo x)

Observa-se que dependendo dos numeros envolvalmmeelhavel usar os testes de erro relativo:
|Xn - Xpoa |

|Xn—1|

£e

4.1.4 Classificagdo dos métodos

Métodos de guebra Os métodos de quebra sdo os mais intuitivos gemaetente; contudo, sédo
0S que convergem mais lentamente. Estes métodasssén chamados porque a partir de um intervalo
gue contenha uma raiz da funcéo, vai-se particohmagste intervalo em outros menores, que ainda
contenham a raiz. Dependendo da escolha do pontuelera do intervalo, poderemos ter diferentes
métodos, tais como.

Método da Bissecéao;
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Método da Falsa Posicéao.

Métodos de ponto fixo Nos métodos de ponto fixo comecamos de uma apagéminicialx, e
construimos a sequéncig}{na qual cada termo é dado p@x = z(x), ondez é uma funcao de iteracao.
Conforme forz, (dzetd teremos diferentes métodos de ponto fixo, tasaco

Método de Newton-Raphson;
Método da Iteracéo Linear.

Métodos de multiplos pontos Os métodos de multiplos pontos constituem umargdinacédo do
método anterior, onde para determinar um peptoutilizamos varios pontos anteriores: X1, ..., Xip.
Exemplo:

Método da Secante.

4.2 Método da Bissecéao

Sejaf(x) uma fungéo continua no intervalo [a, b] e sejana raiz desta fungéo, sendo gue (a,
b), tal quef(x) = 0.

A

y

Interpretagdo geométrica do método da bissecao

Dividindo o intervalo [a, b] ao meio, obtém-se havendo, pois, dois subintervalos,®g,e [,
b], a ser considerados. §&;) = 0, entdox = Xx;; caso contrario, a raiz estara no subintervalcecend
funcdo tem sinais opostos nos pontos extremosgjausef(a). f(x)) < 0 entdx | [a, x1], senad(a). f(xi)
>0exl [x bl

O processo se repete até que se obtenha uma apgdxirpara a raiz exaka ou seja, que 0
critério de parada seja satisfeito. Entdo, porg¢adytemos:

Algoritmo:

=a+b
" 2

X , paran=1, 2,3, ...

Sef(a). f(x,) < 0, entdo teremds= X,, SENa@ = X.

Critério de Parada:
| f(X.)|Eerro

ou
|b- al|£erro

Restri¢do: E necessario conhecer um intervalo que contentaoo desejada.

4.2.1 Estimativa do Numero de lteracdes

Considerando uma precis&e um intervalo inicial [a, b] é possivel sabermpreori, quantas
iteracOes serdo efetuadas pelo método da bisseg@mea se obtenhab|- a | £ e, usando o algoritmo
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deste método.

Vimos que:
b..,-a., b,-
bk_akzkl k1=okao
2
Deve-se obter o valor detal queby - ax <e, ou seja,
bo'ao<e bo'ao<2k
2" e

log(bo - ao) - log(e) <k * log(2)

log(ky - 8) - log(€) _
log(2)

Portanto, sé& satisfaz a relagdo acima, ao final da iterdcBemos o intervalo [a, b] que contem a
raiz x.

4.2.2 Consideracdes Finais

As iteracdes ndo envolvem célculos laboriosos;

Apesar de teoricamente seguro, o método pode thiasta Se ocorrer um erro de
arredondamento, mesmo que pequeno, N0 momento && iaguina avalia o sinal do ponto
meédio, poderemos ter um intervalo que efetivameéatecontém uma raiz;

Pode ser dificil encontrar um intervalo [a, b],dakf(a). f(b) < 0, em equagbes com raizes de
multiplicidade par ou muito préximas;

A convergéncia € muito lenta, pois se o intervaloial € tal qudy, - ap>> e e see for muito
pequeno, o numero de iteracoksténde a ser muito grande;

Deve ser utilizado apenas para diminuir o interggle contém a raiz.

4.2.3 Exemplos

Exemplo 1: Encontrar a raiz da funcé) = x.In(x) - 3.2 contida no intervalo [2, 3], coenro £ 102
. _athb
a) Algoritmo: x, =——
b) Escolha do intervalo:
f(2) =-1.81371 f(3) = 0.09584
x1 [2, 3]
c) Valor do erro:
erro £ 10°

d) Iteracdes:

a Xa b f(a) f(Xn) |- al| |e=f(x) |
2 25 3 -1.81371(-0.90927(0.5 0.90927
2.5 2.75 3 -0.90927|-0.41810|0.25 0.41810
2.75 2.875 3 -0.41810/-0.16385|0.125 0.16385
2.875 2.9375 | 3 -0.16385]-0.03467|0.0625 | 0.03467
2.9375 | 2.96875| 3 -0.03467(0.03042 | 0.03125| 0.03042
2.9375 | 2.953125 2.96875|- 0.03467 |- 0.00217|0,015625| 0.00217

e) Resposta:
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A raiz desejada & = 2,953125

Exercicio 1: Encontrar a raiz déx) = x* - 3, contida no intervalo [1; 2], coerro £ 102
Resposta: A raiz desejadaxé= 1.734375

Exercicio 2: Encontrar a raiz da func(x) = X% + In(X) contida no intervalo [0.5, 1], coerro £ 102
Resposta: A raiz desejadaxé 0.65625

Exercicio 3: Encontrar a primeira raiz positiva da fungéo = €* - seng), comerro £ 102

Resposta: A raiz desejadaxé= 0.59375

4.3 Método da Falsa Posicéo
Sejaf(x) uma fungéo continua no intervalo [a, b] e sejana raiz desta fungéo, sendo gue (a,
b), tal quef(x) = 0.

No caso do Método da Bissec#pé obtido através da média aritmética entre ogrxisa e b:
a+b
X, =
2

Na maioria das vezes a raiz esta mais proximanddas extremos do intervalo. Se partirmos do
principio de que a raiz deve estar mais proximpaltio que apresenta o menor valor da funcéo, entéo,
em vez de tomar a média aritmética eratre b, 0 método da falsa posicdo toma a média aritmética
ponderada entr@eb com pesosf[b) | e [f(a) |, respectivamente:

_a| f(b)[+b| f(a)]

= , Visto quef(a) ef(b) tém sinais opostos, temos entao:
| f(b)|+| f(a)|

_af(b)-bf(a) _ af(b)- bf(a)- af(@)+af(a) _ , (b-a).f(a)

" f(b)- f(a) f(b)- f(a) f(b)- f(a)

paran=1, 2, 3, ...

Graficamente, este método procura particionatervalo [a, b], na interse¢do da reta que une os
pontos (af(a)) e (b,f(b)) com o eixox. Este ponto € representado coxyoEscolhe-se entdo um novo
subintervalo conforme for a variagéo do sinal da&u.

O método da falsa posicdo aplicado na figura abairstra qué(x;).f(a) < 0, com isso, 0 novo
intervalo que contém pelo menos uma raiz real é gad (a,x;). Continuando o processo, determinamos
0 pontox, e verifica-se, agora, quig;).f(x;) < 0, dai o processo segue tendo o intervalo).

Apdbs encontrar o ponta, devemos verificar, como no caso da bissecao, re& &sta entre o
intervalo (a,x;) ou (i, b). Sef(a)f(x;) < 0, entdo teremds = x;, caso contrario teremas= x;. A partir
dai o0 processo se repete até que o critério ddgpama satisfeito.
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Y ffb' f(b
f(bﬂ) (b~ )
al X >
0 Xy b X
7/ f(a)

Representacdo geométrica do método da falsa posigédo

O algoritmo deste método também pode ser encanatadvés da analise dos triangulos formados
pela reta (af(a)) e (b,f(b)) com o eixox. Seja o trianguld(a)x;a e o trianguld(a)f(b)f(b’), entdo, pela
propriedade da semelhanca de triangulos temos:

b-a _f(0)- f(a), _b-a _x-a, . _(b-a)f@),
x-a -f@ f)-f@ - f(a) f(b)- f(a)

_ (b-a)(f(a)

“T R D)- f@)

Sef(a)f(x;) < 0, entdo teremds = x;, sendaca = x;. A partir dai 0 processo se repete até que o
critério de parada seja satisfeito.
Entao, por inducdo temos:

Algoritmo:

(b-a).f(a)

£(b)- f(a) Paran=1, 2, 3, ...

X,=a

Sef(a)f(x,) < 0, entdo teremds= x,, SENa@ = X.

Critério de Parada:
| Xn- X1 |E€rro (Xo=a ou X =h)

Pode ser usado também o critéfit¢X,)| £ erro

Restricéo:
E necessario conhecer um intervalo que contenladoo desejada.

4.3.1 Casos especiais

Sef(x) € continua no intervalo [a, b] cofifa)f(b) < 0 entdo o método da falsa posi¢do gera uma
sequéncia convergente.

Se uma funcdo € cdncava ou convexa em [a, b]ejay & segunda derivada existe em [a, b] e
" (xX) ndo muda de sinal nesse intervalo, entdo no métadfalsa posicdo teremos sempre uma das
extremidades fixa. Este caso especial também éadmaeMétodo das CordasA figura abaixo mostra
graficamente os quatro casos que podem ocorrer:
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(>0 b é ponto fixo (>0 a é ponto fixo
fa)<oef(h>0 ~°P fa)>0ef(h<o °P

A

<0 a é ponto fixo <o b é ponto fixo
fa)<0ef(h>0 °P fa)>0ef(h<o P

yﬂ yA

f(a)

Método da falsa posicdo com uma das extremidadas fix

4.3.2 Consideracdes finais

Se o ponto fixo existir e for razoavelmente proxidsoraiz, 0 método tem boa convergéncia;
caso contrario, pode ser mais lento que a bissecao.

4.3.3 Exemplos

Exemplo 1: Determinar pelo método da falsa posicdo a menoipasitiva da funcdo de quarto grigx)
=x*- 26¢ + 24 + 21 até que o erro absoluto seja igual ou infeaid.01. Os calculos devem ser
efetuados com 2 casas decimais e com arredondamento

f(b)- f(a)
f(x) =x*- 26¢ + 24 + 21
f(x) = 4 - 52+ 24
7 (x) = 12¢ - 52

a) Algoritmo: x =a

b) Escolha do intervalo:
Em primeiro lugar, deve-se procurar o intervalde possivelmente esteja a primeira raiz
positiva. Através da analise do valor da funcaoproseiros pontos do eixo dedemos que:

f(0) = 21,f(1) = 20,f(2) =- 19, logo, entre (1, 2) existe uma raiz positiva.

c) Valor inicial:
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a=1 b=2

f"(1)=-40 "(2)=-4 ® " (1)f (2) > 0\ a concavidade ndo muda.
temosf” (x) < 0, f(a) > 0 €f(b) < 0, portantob € ponto fixo.

d) Valor do erro:
erro £ 102

e) lteragoes:

@@, ®R9 _, 20

x1=1 = =1-_°2
(f(2- (1) (-19 20 -39

[x2- a|=]1,52 1|=0,51>rro
f(a)f(x1) = (20).(3,16) = 63,2 > 0, portanto a raiz estamervalo &, b), entdoa = x;

(f(2)- 1(1,50) -19 (319 -22,16

[X2- 1| =11,58 1,51 |=0,07 ®rro
f(a)f(x2) = (1,51).(1,58) =2,3858 >0, a=x

g (2-159(1(159) _, oo (042(Q29 _, oo 010

=159
(f(2)- 1(1,59) -19 (029 -19,24

xs=15

[X3- x| =1]21,59 1,58 |=0,01 <rro

f) Resposta:
x = 1,59 é a primeira raiz positiva do polinémio.

Exercicio 1: Calcular a raiz aproximada para a equdfgdoc= cosk) + x, come £ 0.001.
Resposta: x=-0.7391 é a raiz procurada da equagao.

Exercicio 2: Calcular a raiz negativa para a fun¢ég = € + x, com oerro £ 0.01. Sabe-se que a raiz
esta contida no intervale 1, 0].

Resposta: x=-0.5677 é a raiz procurada da equagao.

4.4 Meétodo da Iteracdo Linear

Sejaf(x) uma funcdo continua no intervalo [a, b] e sejana raiz desta funcéo, sendbd (a, b),
tal quef(x) = 0.

Por um artificio algébrico, pode-se transforni@) = O em duas funcdes que lhe sejam
equivalentes.

y=X

f(x) = 0®
® y=9(x)
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ondeg(x) é chamada deincdo de iteracao

vt B
y=g(x) y=

f(x)

Interpretacdo geométrica do método da iteracaarline

Sendoxp a primeira aproximacao da raizcalcula-se(xo). Faz-se entaog = g(Xo), X2 = 9(X1), X3
= g(x2) e assim sucessivamente.

Entéo, por inducao, temos:

Algoritmo:

X, = 9(X,.1) paran=1, 2, 3, ...

Critério de Parada:
| X2 - Xn-1 | £ €r10

Melhor extremo:
Empiricamente, sabe-se que o método tem sucesad@ig{(Xx) | < 1 em todo intervalo.
O extremo mais rapido para iniciar o método € agpara o qual o modulo da primeira
derivada € menor.
Se |g'(@) | < |g'(b) | entdo = a, sendo =b.

4.4.1 Casos de convergéncia
Sejaf(x) = x* - 5x + 3. Possiveig(x):

g(x) = X35+ & g(x) = (5x- 3)’
g(X) - 5X'2 3 g(X) - ; 3
X X“-5

Como podemos ter varias funcdgé), vamos estabelecer algumas condicbes para que 0s
resultados sejam satisfatorios.

Vamos observar graficamente o problema e verifiggr ha funcdeg(x) que ndo sdo indicadas
para a escolha.

Convergéncia monotbnica Convergéncia oscilante
0<g'(®¥<1 -1<g'(®) <0
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Convergéncia no método da iteragéo linear

4.4.2 Consideracbes finais

A maior dificuldade neste método € encontrar umgdo de iteracao que satisfaca a condicao
de convergéncia,

Teste de ¢'(X) | < 1 pode levar a um enganoxs@ao estiver suficientemente proximo da raiz.

A velocidade de convergéncia dependera géx] |: quanto menor este valor maior sera a
convergéncia;

Devemos observar que o teste de erm, ¢ |x1 | £ erro ) ndo implica necessariamente que |

Xn - X| £ erro, conforme vemos na figura abaixo:

yA 7/ y=X

y=g(x)

xV¥

X Xn Xn-1

4.4.3 Exemplos

Exemplo 1: Dada a funcadi(x) = x* + 3x - 40, obter sua raiz contida no intervalo [4.5, 508]o MIL,
com umerro £ 10*.

a) Algoritmo: x, =g(X,.;)

b) Escolha da funcéo de iteracéo:
y=Xx
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2 - -
y= X 340 y' = % ® divergéncia oscilante
y= 40 y' = _- 40 ® convergéncia oscilante
X+3 (x+3)?
-3 . .

= 4/40- 3x B e ® convergéncia oscilante

Y Y 24/40- 3x J
c) Melhor extremo (valor inicial):
3

= 4/40- 3x ® =

Y Y 2*~/40- 3x

y(4.5)=-0.2914  y(5.5)=-0.3094 \ X0 =45

d) Valor do erro:

erro £ 10*
e) lteragdes:
x1 =5.14782
Xp = 4.95546
X3 =5.01335
X4 = 4.99599
xs = 5.00120
Xe = 4.99964
X7 =5.00011
xg = 4.99997
X9 = 5.00000 %o —Xg | = 0.00003 <erro
f) Resposta:

A raiz desejada & = 5.00000

Exercicio 1: Dada a funcaiof(x) = x* + 3x - cosk) - 2.45, obter sua raiz contida no intervalo [0.5, 1]
pelo MIL, com umerro £ 102

Resposta: A raiz desejadaxé= 0.8161

4.5 Método de Newton-Raphson ou Método das Tangente s

Sejaf(x) uma funcéo continua no intervalo [a, b] e sejena raiz desta funcéo, sendb (a, b), tal
quef(x) =0ef' (x)* 0.

f(X,)

a X bl~Na b:x0
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Interpretagdo geométrica do método de Newton

Tomemos = b. Entdo temos:

tga= (%) | F(x) =8\ oy =y 1)
X0~ % f I(Xo)
Se |xl - x0| £ erro, entéox; € a raiz desejada, sendo deve-se calgul@ue é obtido com base no
(%)
fr(x)
Se |x2 - xl|£erro, entdox, € a raiz desejada, sendo deve-se calcdar..., X, até que

mesmo raciocinio anteriox, = X, -

X, - X,.,| £ erro. Entéo, por indug&o, temos:

Algoritmo:

L 06
n n-1 fl(xn_l) '

paran=1, 2, 3, ...

Critério de Parada:
X, - X,.,| Eerro

Restricéo:
E necessario conhecer um intervalo que contenladoo desejada.

Melhor extremo:
Para decidir qual o melhor extremo do intervalobfaa iniciar o método, basta verificar
gual dos extremos possui funcéo e segunda derocadanesmo sinal:

f(x). f'(x) > 0 Para = {extremos do intervalo}

45.1 Consideracdes finais
Requer o conhecimento da forma analitica'@g, mas sua convergéncia é extraordinaria.

45.2 Exemplos

Exemplo 1: Calcular a raiz positiva da equac®) = 2x - seng) - 4 = 0, com errE 10°, usando o
método de NR.
f (1)

a) Algoritmo: x, =~ 3
f(x) = 2x- senk) - 4
f'(x) = 2- cosk)
f"(X) = Sen(()

b) Escolha do intervalo:
f(2) =- 0.9093 f(3) = 1.8589
f(2).f(3) <0 ® x1 [2,3]

c) Melhor extremo (valor inicial):
f(2) =- 0.9093 f(3) = 1.8589
f'(2) = 0.9093 f'(3) = 0.1411
\' =3

d) Valor do erro:
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erro £ 10°

e) lteracOes:
f (3 _3. 1.8589 _

i = 3- - = 23783
£'(3) 2.9900

|X1- % |=12.3783 3| =0.6217 ®rro

(23783 _, 3753 00653_, 5543

x2 = 2.3783 .
f'(2.3783 27226

|X2- X1 | =|2.3543 2.3783 | = 0.0240 erro

f(23543 _, 0.0002

x3= 2.3543 3543 = 2.3542
f'(2.3543 8

|X3- X2 | = 2.3542 2.3543 | = 0.0001 &rro

f) Resposta:
A raiz desejada & = 2.3542

Exercicio 1: Obter a raiz clibica de 5, usando o0 método NR sersim£ 10°,

f(x) =x°- 5
f(x) = 3¢
f(X) = 6X

Resposta: A raiz desejadaxé= 1.7100
Exercicio 2: Calcular a raiz negativa dg) =x2 - 5% +x + 3, com errc 10%.

f(X) =x°- BC+x+ 3
f(x)=3¢- 10k + 1
f'(x) = 6x- 10

Resposta: A raiz desejadaxé= - 0.64575

Exercicio 3: Seja a funcaf(x) = senk) - tg(x). Deseja-se saber uma das raizes desta func@mdeabe
gue esta contida no intervalo (3, 4). Todos osut@cdevem ser realizados com 4 casas decimais com
arredondamento e erro nao superior a 0.001.

f(x) = seng) - tg(X)
f'(x) = cosk) - seé(x)
f'(x) =- senk) - 2seé(x) tg(X)

Resposta: A raiz desejadaxé= 3.1416

4.5.3 Condicdes de Newton-Raphson-Fourier

Segundo Newton, para haver a convergéncia a uma&maseu método, bastaria que o intervalo
(a, b) em andlise fosse suficientemente pequenatu@o, Raphson e Fourier concluiram que um
intervalo pequeno é aquele que contém uma e somemderaiz. Com isso, algumas condi¢bes foram
estabelecidas para que tal exigéncia fosse valida:
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12) Sef(a).f(b) > 0, entédo existe um numero par de raizes (eamando suas multiplicidades) ou

nao existe raizes reais no intervalo (a,T@ofema de Bolzahpo
22) Sef(a)f(b) < 0, entdo existe um numero impar de raizes (eantando suas multiplicidades)

no intervalo (a, b){eorema de Bolzanpo
3F) Sef(a). f'(b) > 0, entdo o comportamento da funcédo nestevalte podera ser apenas

crescente ou apenas decrescente, e nunca os adtsrsando;
42) Sef'(a).f'(b) < 0, entdo a funcéo terd o comportamento deresscer ora decrescer;

52) Sef"(a).f"(b) > 0, entdo a concavidade ndo muda no inteeml@nalise;
62) Sef"(a).f"(b) < 0, entdo a concavidade muda no intervalo reflise.

Portanto, havera convergéncia a uma raiz no ialei(a, b) se e somente se:
f(a).f(b) <0, f'(a).f'(b) >0 e f'(a).f"(b) > 0.

Exemplo 2: Seja a funcéd(x) = x¥* - 9.5« + 8.5, obter a raiz contida no intervalo [8, 95 €Alculos
devem ser realizados com 4 decimais com arredontareesrro nao superior a 0,001.

f(Xo.1)

' (Xo.1)

f(x) =x°- 9.5+ 8.5

f(X)=2x- 9.5
"(x)=2

a) Algoritmo : x, =X, , -

b) Escolha do intervalo:
f(8) =-3.5; f(9) = 4
f(8).f(9) <0 ® x1 [8, 9]

c) Melhor extremo (valor inicial):
f(8)=-35 {9 =4 f(8).f(9) <0
f(8)=6.5 f(9)=85 {¢8).f¢9)>0
f'(8) =2 f'(9) =2 f48).f49) >0
\' %=9

d) Valor do erro:
erro £ 10°

e) lteragdes:
Xi=9- 1O 9. 4 _g5r94
f'(9) 85

| - %o | =|8.5294 9 | = 0.4706 ®rro

f (85294 _ g0, 02214
f'(8.5294 7.5588
|X - % | =] 8.500% 8.5294 | = 0.0293 erro

X>=85294- =8.5001

f (85009 _ g0, 00008
f'(8.500) 7.5002
|Xs- X | =] 8.5000 8.5001 | =0.0001 <

Xs=85001- =8.5000

f) Resposta:
A raiz desejada & = 8.5000
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Exgrcicio 4:Calcular a raiz da equacfi®) =x>- x+ 1 = 0, contida no intervale 2, - 1], com umerro £
10°.

fX) =xC- x+ 1
f(x)=3¢- 1
7 () = 6

Resposta: A raiz desejadaxé= - 1.3247

4.6 Método da Secante

Uma grande desvantagem do método de Newton eessidéade de se obter a derivaflx) e
calcular o seu valor numérico a cada iteracao.

Para contornar este problema podemos substitidaleulo da primeira derivadfi(x,) pelo
guociente das diferencas, usando assim, um mouar Ibaseado nos dois valores calculados mais
recentemente:

0y » 00 F06,)

n T Xn1

ondex, eX,.1 Sdo duas aproximacodes para a raiz.

Substituindo o valor aproximado da derivada acerfancéo de iteracao fica:

_ f ()
R T AT T ey
Xo= Xa-1
Xn+1=Xn- (- Xa-1). 1() ,paran=1, 2, 3, ...

f(x)- f(x-1)

Para iniciar o método necessitamos de duas apagkies X, €x;) para a raiz.
A
y f(x)

f(x,)

o
v

f(xg)
Interpretacdo geométrica do método da secante
Neste método partimos das duas aproximacdesigigia x; e determinamos a reta que passa
pelos pontosx, f (X)) € &, f (x1)). A interseccao desta reta com o epfornece o ponta,. Em seguida
é calculado uma nova aproximacgédo para a raiz & pag pontosxy, f(xi)) e (., f (x2)). O processo se
repete até que seja satisfeito o critério de parada

Observe que neste método ndo necessitamos ddecttaza que € fundamental no método da
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falsa posicdo que exige quiéx,). f(x.1) < 0. E importante salientar também que a raizng@essita estar
entre as duas aproximacoes iniciase(Xs).

A convergéncia deste método é mais rapido que todoéda bissecdo e o da falsa posicéo,
contudo, pode ser mais lento que o método de NeR&mihson.

Algoritmo:

=X - (Xn - Xn-l)'f(xn)

X
n+l n f(Xn) _ f(xn-l) , paran = 1,23, ..

Critério de parada:
| Xne1 - X0 | £ €1TO

4.6.1 Exemplos
Exemplo 1: Calcular a raiz da funcaffx) = x* + x- 6, sendog = 1.5,x; = 1.7 e cerro£ 102
X, = X..1)-F(X
a) Algoritmo : X, = X, - (%, - %) T (%)
f (Xn) - f (Xn-l)
b) Valor inicial:

Xo=1.5 X1 =1.7

c) Valor do erro:
erro £ 102

d) lteracOes:

A7-15.f A7) _,, _(0(-14) _ ., (-028) _, ..
f(L7)- f (L5) - 141- (- 225 084
|X- % | =]2.0357 1.7 | = 0.3357 ®rro

Xo=17-

(20357- 17).1 (20357 _ , 5., (0.3357(0.1799
f (20357 - f (1.7) ' 0.1798 (- 141
|%s- %2 | =] 1.9977 2.0357 | = 0.038 &rro

X3=20357- =1.9977

(1.9977- 2.0357.f (1.9977) ~19977- (-0.038(- 0.0119 _
f (1.9977 - f (20357 ' - 0.0115 (0.1798
|Xs- X3 | =|2.0008 1.9977 | = 0.0023 &rro

X4=19977- 2.0000

e) Resposta:
X = 2.0000 € a raiz procurada.

Exercicio 1: Calcular a raiz da funcéf(x) = 3x- cosk), sendax = 0,x; = 0.5 e cerro£ 10*. Efetue os
calculos com 5 casas decimais com arredondamento.

Resposta: x =0.31675 € a raiz procurada.
Exercicio 2: Calcular a raiz da funcgéaffx) = X3~ 4, sendog = 1,% = 2 e cerro£ 0,05.

Resposta: x =1,5914 é a raiz procurada.
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4.7 Método Misto

O método misto, consiste na aplicacédo sequencsaihsitodos NR e Falsa Posicdo, nesta ordem.

O método NR é aplicado no primeiro passo, sempata do melhor extremo. Entdo, com o novo
resultado obtidax' , determina-se qual valor dos extremos do intersatd substituidof(a). f(x,') < 0
® b= x', sendom = x/') e entdo aplica-se 0 método da Falsa Posi¢édosultado obtido enx’, sera

utilizado na proxima iteracéo pelo método NR, n@esé feito o teste do erro para verificar o Gdtde
parada.

Assim, por inducdo, seguem-se as iteracfes seguiQteando o critério de parada for satisfeito,
tira-se a média aritmética simples do resultadalltdea iteracdo de ambos os métodos e obtém-se a
resposta desejada.

Algoritmo:

N F
=Xm+xm

m 2 1 pararnzl, 2, 3, Iy

Critério de parada:

X\ —x\ |Eerro

4.7.1 Exemplos
Exemplo 1: Determinar pelo método misto, a raiz da funff@p= 10sernX) + cosk) - 10x contida no
intervalo [0.5, 1], com tolerancia de 2@ calculos com 4 casas decimais com arredondamento
N F
. X, X
a) Algoritmo: X, :%

f(x) = 10senX) + cosk) - 10x
f'(X) = 10cosK) — senk) — 10
f'(X) = (- 10)senK) — cosk)

b) Valor do erro:
erro£ 0.0002

c) Escolha do intervalo:
f(0.5) = 0.6718 f(1) =- 1.0450

d) lteragdes:

Melhor extremo:
f(0.5) = 0.6718 f(1) =- 1.0450
f'(0.5) =-5.6718 f'(1) =-8.9550 \ xoN =1

XN =1- @) . (10450 _ 6478
() = (-54389

extremo a trocar:  f(a).f(x.') =f(0.5).f(0.8078) = (0.6718)(0.1594) < 0
\ a=05 b =0.8078

- _ (08078-05)* £ (05) _ . (0.3079 * (06718

xF =05 . = 0.7488
f (0.8078 - f (05) (-0.1594 - (0.6718




32

| X" — x" | =]0.7488 0.8078 | = 0.0590 erro

extremo a trocar: f(0.5).f(0.7488) = (0.6718)(0.0521) >0

\ a=0.7488 b =0.8078
X = 07488 07488 _ 7,55 (0052) _ 76,3
f7(0.7488 (- 3.3557)
extremo a trocar: f(0.7488).f(0.7643) = (0.0521)(0.0008) < 0
\ a=0.7488 b=0.7643
X = 0.7488- (0.7643- 0.7489 * f (0.7489 _ 0.7488- (0.0155 * (0.052) — 07641

f(0.7643 - f (0.7489 ' (-0.0008 - (0.052))
| x5 —x) | =10.764% 0.7643 | = 0.0002 erro

e) Resposta:

Xy = 0.7641+ 0.7643 _ 0.7642

Exercicio 1: Dada a funcaf(x) = x*+ 3x - cosk) - 2.45, obter sua raiz contida no intervalo [0.5pdlp
método misto, com er® 102 e calculos com 4 decimais com arredondamento.

f(x) =x% + 3x- cosk) - 2.45
f'(x) = 2X + 3+ senx)
f'(X) = 2 + cosX)

_ 082+ 082

Resposta: x =0.8200

4.8 Meétodo para Equacdes Polinémiais

4.8.1 Introducao

Embora qualquer um dos métodos estudados anterimpessam ser usados para encontrar zeros
de um polinbmio de qualquer grau, o fato de osnpafios aparecerem com tanta freqiéncia em
aplicacdes faz com que seja dedicada uma atengéoi&s

Normalmente, um polinbmio de graw escrito na forma:
Ph=a,+ax+ax’+ +ax" paraa, O

Sabemos da algebra elementar como obter os zeromdgolinbmio do segundo gr&d(x), ou
seja,n = 2. Existem férmulas fechadas, semelhantes aulérpara polindbmios de grau 2, mas bem mais
complicadas, para zeros de polindmios de grau .3Agdra, paran 3 5, em geral, ndo existem formulas
explicitas e somos forcados a usar métodos itesapara encontrar os zeros dos polinémios.

Muitos dos teoremas da &lgebra s&o Uteis na lacalize classificacdo dos tipos de zeros de um
polindmio. O estudo sera dividido em localizacaoalees e determinacdo das raizes reais.

4.8.2 Localizacao de Raizes
Vejamos alguns teoremas que serdo Uteis para eéloealizacdo de raizes.
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Teorema Fundamental da Algebra: Bgx) é um polindmio de gram 3 1, ou sejaPq(X) =

a, +a,x+a,x*+ +ax", paraa,,a,a,, ,a, reais ou complexos, com O, entdoP,(x) tem pelo
Menos um zero, ou seja, existe um nimero compléabqueP,(x) = 0.

Para determinarmos o numero de zeos reais de limdmp@ com coeficientes reais, podemos
fazer uso daegra de sinal de DescarteBado um polinbmio com coeficientes reais, 0 nUntEr@eros
reais positivosp, desse polindbmio ndo excede o numede variagdes de sinal dos coeficientes. Temos
ainda ques —p € um numero inteiro, par e ndo negativo.

Exemplos: Dados os polindbmios a seguir, determinar o nurder@izes reais positivas:
a)Ps(X) =+3C -2 X+ %+ 1

- = =2
v=2 p sev-p=0.p ou
sev- p=2, p=0

b) Ps(X) = + 3 —2C + 4¢ —x— 1

sev- p=0,p=3
v=3 p: P P ou
sev- p=2,p=1

C)P(x) =+x +1

+ +

L |
0

v=0ep:{v—-p O p = 0}.

Para determinar o nimero de raizes reais negateggomamod,(—x) e usamos a mesma regra
para raizes positivas:

a)Ps(x) = +3¢—2¢ -3+ X +1
Ps(x) = -3 -2¢+xX - X%+ 1

sev- neg=0,neg=3
sev- neg=2,neg=1

b) Ps(X) = + 3 —2C + &¢ —x— 1

v=3 ne
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Ps(-x) = =3+ 2C+ 4C +x -1

sev- neg=0,neg=2

v=2 neg
sev- neg=2,neg=0

C)P;(X) =+x +1
P/(x) =—x"+1

- +
L
1

Neste caso, vimos que nao existe zero positivo.oseaimdaP;(0) = 1! 0. Temos entédo que,=
1 eneg {v—-neg=0 neg= 1}, ou sejaP,(x) = 0, ndo tem raiz real positiva, 0 zero ndo & eaiem
apenas uma raiz real negativa donde tem trés redpeglexas conjugadas.

4.8.3 Determinacao das Raizes Reais

Estudaremos um processo para se calcular o valoénmeo de um polindmio, isto porque em
qgualquer dos métodos este célculo deve ser feitbaummais vezes por iteracao.

Por exemplo, o Método de Newton, que veremos airseggicada iteracdo deve-se fazer uma
avaliacao do polinbmio e uma de sua derivada.

4.8.3.1 Método para Calcular o Valor Numérico de um  Polinébmio
Para exemplificar o método, estudaremos o pro@sassando um polinémio de grau 4:

Pa(x) = a,x* +a,x* +a,x* +a,x+a,

Este polinbmio pode ser escrito na forma:

P4(X) = (((aax + @g)x + @g)x + al)x + a0
conhecida como forma dpsirénteses encaixados

Temos entdo, no caso de 4, que

P,(0) = ((ax +a)x+a)x+a)x+a,

Para se calcular o valor numéricoRIéx) emx = ¢, basta fazer sucessivamente:

bs=a4
bs =a3 + bsc
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b, =a, + bsc
b1 =a; +b,c
bg=ay + biC
P(C) = by,

Portanto, par®,(x) de graun qualquer, calculamdg,(c) calculando as constantesj =n, n— 1,
..., 1, 0 sucessivamente, sendo:

bn = an
by =& + bj.ic j=n-1,n-2,..,1,0

e by sera o valor de,(x) parax =c.

Podemos calcular o valor d&,(x) em x = ¢ usando os coeficientds obtidos anteriormente.
Tomando como exemplo o polinémio de grau 4, temos:

P4(X) = a,x* +a,x° +a,x* +ax+a, P’4(X) = 4a,x° +3a,x* + 2a,x + 4, .
Usando os valores @gdo calculo anterior e dado que ja conhetwpb, by, bs e ba:
P 4(X) =4a,x’ +3a,x* +2a,Xx+a
= 4b,c® +3(b, - b,c)c® +2(b, - b,c)c+ (b, - b,c)
= 4b,c®- 3b,c® +30,c* - 2b,c* +2b,c+b, - b,c
Assim,P’4(x) = b,c® +b,c®> +b,c+b,
Aplicando o0 mesmo esquema anterior, teremos:
Cs =y
C3 = b3 + C4C
Co=ho+csC
ci=b; +cc

Calculamos, pois, os coeficientgg =n, n—1, ..., 1 da seguinte forma:

Cnh =bn
G =by +GuiC j=n-1n-2,..,1

Teremos entédo P’(c) =ci.

4.8.4 Método de Newton para Zeros de Polinbmios
SejaPy(X) = a, x" +a_,x"'+ +a,x* +a,x+a, uma aproximacao inicial para a raiz procurada.

Conforme vimos, o Método de Newton consiste emrdesdeer aproximacgdes sucessivas paea
partir da iteracéo:
P(x
Xicr1 =Xk—¥ parak=0, 1, 2, ...
P'(X,)

Exemplo 1: Dada a equacao polinomigl— 3.%" + 7.4¢ — 10.8¢ + 10.& — 6.8 = 0, temos que:



36

Ps(1) = -2.1
Ps(2) = 3.6

Entao, existe uma raiz no intervalo (1, 2).
Partindo de x= 1.5 e considerand® 0.02, o Método de Newton para polindbmios fornece:
P'(x) = 5* — 14.8¢ + 22.3¢ — 21.6¢+ 10.8

(((x—=3.7x+ 7.4x—10.8x + 10.8x— 6.8

=1

ay=-3.7

z=7.4

dy = -10.8

a; =10.8

a=-6.8

b5 =1 cs=1

bs=-3.7 + 1(1.5) = -2.2 Ca=-2.2+1(1.5)=-0.7
by=7.4-22(15)=4.1 cs=4.1—0.7(1.5) = 3.05

by = -10.8 + 4.1(1.5) = —4.65 G, = -4.65 + 3.05(1.5) = —0.075
by = 10.8 — 4.65(1.5) = 3.825 ¢, = 3.825 — 0.075(1.5) = 3.7125

bo = -6.8 + 3.825(1.5) = —1.0625
P(1.5)=-1.0625 e P'(1.5)=3.7125

PAY _ g (1,0625)_

. 1.5 — (—0.2862) = 1.7862
P'(L5) (3.7125)

X1 =Xo—

|% —% | =| 1.7862 — 1.5 | = 0.2862>

b5 =1 cs=1

b, =-3.7 + 1(1.7862) = -1.9138 Cc,=-1.9138 + 1(1.7862) = —-0.1276
b;=7.4-1.9138(1.7862) = 3.98158 c3 = 3.98158 — 0.1276(1.7862) = 3.75366
b, =-10.8 + 3.98158(1.7862) = —3.68812 c; =—-3.68812 + 3.75366(1.7862) = 3.01667
b; =10.8 — 3.68812(1.7862) = 4.21228 c1=4.21228 + 3.01667(1.7862) = 9.60065

bo = —6.8 + 4.21228(1.7862) = 0.72398
P(1.7862) = 0.72398 e P'(1.7862) = 9.60065

P(1.7862)_ ; 1g0, _(0.72398)_

Xp = Xg =~ L8 g = 1.7862 — (0.07541) = 1.71079
P'(1.7862) (9.60065)

|% —x%; | =| 1.71079 — 1.7862 | = 0.0754% >

b5 =1 cs=1

b, =-3.7 + 1(1.71079) = -1.98921 €y =-1.98921 + 1(1.71079) = -0.27842
b;=7.4-1.98921(1.71079) = 3.99688 C3 = 3.99688 — 0.27842(1.71079) = 3.52056
b, =-10.8 + 3.99688(1.71079) = -3.96218 c; =—-3.96218 + 3.52056(1.71079) = 2.06077
b; =10.8 — 3.96218(1.71079) = 4.02154 c1=4.02154 + 2.06077(1.71079) = 7.54707

bo = —6.8 + 4.02154(1.71079) = 0.08001
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P(1.71079) = 0.08001 e P'(1.71079) = 7.54707

_ PL71079)_ , ;7o _(0.08001)_

X3 = X2 . =1.71079 — (0.01060) = 1.70019
P'(1.71079) (7.54707)

X3 —%2 | =1]21.70019 — 1.71079 | = 0.010€ <
A raiz procurada é: 1.70019

Exercicio 1 Calcular a raiz positiva do polindmi(x) = 2¢ — 2¢ + 3x — 1, comerro <= 10* pelo
método de Newton para polindmios.

P'(X) = 6 — 4x + 3

A raiz procurada é: 0.39661
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5 Sistemas Lineares

5.1 Introdugao

Sistemas Lineares sdo sistemas de equacdesnt@guacbes e incognitas formados por
equacoes lineares. Um sistema linear aorguacdes B incognitas € escrito usualmente na forma:

Xt & X%t ta x.=h
A Xt & Xt T A, X.=h

onde
a; . coeficientes Eifm 1£j£En
X :incognitas 1=1,2,..n
bi : constantes i=12,..m

A resolucdo de um sistema linear consiste em lealos valores de&j, j = 1, 2, ...,n, caso eles
existam, que satisfacam msequacdes simultaneamente.

Usando notacao matricial, o sistema linear podesgeesentado p@X = B, onde

A & a h
Mz G & @& b

we X

= € 0 vetor das incognitas, e

Xn

b
.. b

= € 0 vetor constante (termos independentes).

b,

5.1.1 Classificagdo Quanto ao Numero de Solucdes
Um sistema linear pode ser classificado quantaiaeero de solu¢des em:
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i determinado (o sistema linear tem soluc¢ao Unica)
Compativel® . . . . e -
indeterminado (o sistema linear admite infinitalsigoes)

Incompativel® (o sistema linear ndo admite solucéo).

Quando todos os termos independentes forem nigtosg, sey; = 0,i = 0, 1, ....m, o0 sistema é
dito homogéneoTodo sistema homogéneo é compativel, pois adgpefo menos a solugao trivial €
0,j=0,1,2,..n).

5.2 Métodos Diretos (Algoritmos Diretos)

Um meétodo € dito direto quando a solucao exéatl sistema linear € obtida realizando-se um
namero finito de operacdes aritméticas. Sdo exesnptmhecidos a Regra de Cramer, o Método da
Eliminacdo de Gauss (ou triangulacéo) e o Métodaodean.

5.2.1 Regra de Cramer

Seja um sistema linear com numero de equac¢debagualimero de incognitas (um sistema
n), sendoD o determinante da matri&, e Dyj, Dy2, Dxs, ..., Dxn 0S determinantes das matrizes obtidas
trocando emM, respectivamente, a coluna dos coeficienteg;d®, Xs, ..., X, pela coluna dos termos
independentes, temos que:

O sistemaS serd compativel e ter4 solucdo Unica se, e sonseniz® 0. Neste caso a Unica
solucdo des é dada por:

A aplicacdo da Regra de Cramer exige o calculotéd determinantesdetA edetA, 1£i £ n);
paran = 20 o numero total de operacdes efetuadas set&Ql* 19 multiplicacbes mais um numero
semelhante de adi¢cbes. Assim, um computador queeeterca de 100 milhdes de multiplicacbes por
segundo levaria 3 x 2@nos para efetuar as operacées necessarias.

Com isso, a regra de Cramer € inviavel em fungitethpo de computacdo para sistemas muito
grandes.

5.2.1.1 Exemplos
Exemplo 1: Resolva o sistema abaixo pela Regra de Cramer:

Xt Xt %=1
2Xi- Xt X~ 0
X +2X- X= 0

Calculando os determinant®sD,;, Dy> € Dy3 temos:

1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1
D=2 -1 1|=7 D=0 -1 1/=-1 Dy=12 0 1|=3 D=2 -1 0=5
1 2 - o 2 - 1 0 - 1 2
Entéo, xlzD“:'—l, X2:DX2:§, e X3 = De — > e a solucao do sistema é
D 7 D 7 D 7
X : _£,§’§ T
777
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Exercicio 1 Resolva o sistema abaixo pela Regra de Cramer:

2X1+ X2- Xs== 0
X1+ 2Xe+ X3=3
X1- X XF- 2

A solucao deste sistemaxé ( 0, 1, 1]

5.2.2 Método da Eliminacdo de Gauss

O método da eliminacdo de Gauss consiste em aramaf 0 sistema linear original num outro
sistema linear equivalente com matriz dos coefiegitriangular superior, pois estes sao de resmluca
imediata. Dizemos que dois sistemas lineareses@ivalentesquando possuem a mesma solugéo. O
determinante de sistemas lineares equivalenteigsais.

Com f - 1) passos o sistema lineaX = B é transformado num sistema triangular equivalente:
UX = C, o qual se resolve facilmente por substituicoes.

Vamos calcular a solucéo 8X =B em trés etapas:

12 etapa:Matriz Completa
Consiste em escrever a matriz completa ou aumheia sistema linear original.

28 etapa:Triangulagao
Consiste em transformar a matiz numa matriz triangular superior, mediante uma
sequéncia de operacdes elementares nas linhasia ma

3 etapa:Retro-substituicdo
Consiste no calculo dos componemgsk, ..., Xn, solucdo dAX = B, a partir da solucdo
do ultimo componente(), e entdo substituirmos regressivamente nas egqsagteriores.

Teorema: SejaAX = B um sistema linear. Aplicando sobre as equacOete déstema uma
sequéncia de operacdes elementares escolhidas entre

1) Trocar a ordem de duas equagdes do sistema,;
i) Multiplicar uma equacéao do sistema por uma constado nula;
iii) Adicionar um multiplo de uma equacéo a uma oed@acao;

obtemos um novo sisteniX = C e 0s sistema&X = B e UX = C sdo equivalentes.

5.2.2.1 Resolucdo de Sistemas Triangulares
Seja o sistema line&X = B, ondeA: matrizn x n, triangular superior, com elementos da diagonal
diferentes de zero. Escrevendo as equacdes detstieaj temos:

A Xt A X%t as X%t ta X.=h
Ao Xot Qs Xt T A X, =h
AsXt ta X.=h

amX»= Db,

Da ultima equacéo deste sistema temos:
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Xn-1 pode entéo ser obtido da penultima equacéo:
_ br1- @ inXn
X1 =—"""—

An-1n 1

e assim sucessivamente obténkse ..., %o, e finalmentex;:
_b- X asxe - A X
a1l

X1

5.2.2.2 Estratégias de Pivoteamento
O algoritmo para o método de eliminacao de Gaarpser o calculo dos multiplicadores:

My = N i=k+1,..nek=1,23,..n1

akk
a cada etapldo processo. Sendo o coeficieatgchamado de pivé.
O que acontece se o0 pivo for nulo? E se o piv@ezgiroximo de zero?

Estes dois casos merecem atencdo especial pompassivel trabalhar com um pivé nulo. E
trabalhar com um pivé proximo de zero pode reswdtarresultados totalmente imprecisos. Isto porque
em qualquer calculadora ou computador os calci@ostetuados com precisao finita, e pivés proximos
de zero sdo origem a multiplicadores bem maioresaqunidade que, por sua vez, origina uma ampliacéo
dos erros de arredondamento.

Para se contornar estes problemas deve-se adosastratégia de pivoteamentou seja, adotar
um processo de escolha da linha e/ou coluna pivotal

Esta estratégia consiste em:

i) no inicio da etap& da fase de escalonamento, escolher para pivaneste de maior modulo
entre os coeficientesy, i =k, k+ 1, ...,n;

i) trocar as linhak ei se for necessario.

5.2.2.3 Classificacdo do Sistema Triangular

SejaU um sistema triangular superior escalonadondequacdes & incognitas, teremos as
seguintes possibilidades:

i)m=n® sistema compativel e determinado;

i) m<n® sistema compativel e indeterminado.

Se durante o escalonamento surgir equacgdes ddxipo 0x; + ... + &, = by, entdo:
i) Seby, = 0, entdo eliminaremos a equacao e continuanegssalonamento;
i) Seby ! 0, entdo conclui-se que o sistema é incompativel.

5.2.2.4 Exemplos
Exemplo 1 Resolver o sistema abaixo pelo método de Gauss.

X1+ 2X2+ X3=3
2X1+ X2- X3=0
3XL- X2- X3=-2
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12 etapa:Matriz completa:
1 2 1
M=2 1 -1
3 -1 -11-2

i 3
)
l

22 etapa:Triangulacao:

Iremos se referir as equacdes comg:(ifimeira equacao), ;Hsegunda equacgéo) e assim por
diante. O componenté) indica o pivo.

W 2 113 . 12 13
_ ] |
Es— Es 2E1® 0 -3 -3 -6 ® Es=Es- _E; ® 0 (-3 -3/-6
. - |
E:™ B <R 0 -7 -4/-11 0 0 313

3 etapa:Retro-substituicdo:
Da terceira linhatemosx3=3 x3=1
Substituindot; na segunda linha temos3x; - 3(1) =-6 X, =1
Substituindo; e x; na primeira linha temosxi+ 2(1) + 1(1) =3 x;=0
A solucao deste sistemaxé ( 0, 1, 1]

Exercicio 1: Resolver o sistema abaixo pelo método de Gauss:

0,25¢+ Q5¢+x3= Q25
0,091+ Q X2+ x3= Q49
0,0Ix:+ Qx>+ x3= Q81

A solucao deste sistemaxé ( 1, -2, 1J
Exercicio 2: Resolver o sistema abaixo pelo método de Gauss:
0x;, +1x, - 2%, =0

X, - 3X, - Ix, =2
- Ix +4x, - 1x; =-2

5.2.3 Método de Jordan

Consiste em aplicar operacdes elementares solwquagdes do sistema linear dado até que se
obtenha um sistema diagonal equivalente.

5.2.4 Exemplos
Exemplo 1: Resolver o sistema linear pelo método de Jordan:
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X1+ X2+2Xs=4
2X1- X= X&= 0
Xi- X XF- 1

12 etapa:Matriz completa:

11 2! 4

|

M= 2 -1-1/ 0
1 -1-1-1

. @ 1 24 ) 1 1 2 4
. ) [
EZ 52 : ® 0 -3-5-8® Ea=B- B2 ® O (-3 -5-8®
37 B3 | I
0 -2-3-5 0 0 J5ils
1 1 0 ¥4 Bo BB 1001
_ 1 I
Ei- Ef 3E2 ® 0 -3 0 i_ 3 ® Ezx- -:_3E2 ® 01 01
E.~ E# 15E | |
2 2 3 0 O %:% Es- 3Es 0 0 11

3 etapa:Calculo da solucdo do sistema:
Da primeira linha temosg = 1

Na segunda linhatemosi = 1

Na terceira linha temoss = 1

A solucao deste sistemaxé (1, 1, 1]

5.3 Fatoracéo LU

A base do método chamaéfatoracdoou Decomposi¢cdd.U, esta apoiada na simplicidade de
resolucao de sistemas triangulares.

Seja o sistema line&x=b
O processo de fatoracdo para resolucdo destenaistensiste em decompor a mathzdos
coeficientes em um produto de dois ou mais fateremm seguida, resolver uma sequéncia de sistemas

lineares que nos conduzira a solucao do sisterearloriginal.

Suponhamos que seja possivel fatorar a mAtmios coeficientes num produto de uma matriz
triangular inferior com diagonal unitadiae uma matriz triangular superidr isto é:

A=LU

Nestas condi¢cbes, o sistetAa = b pode ser reescrito na formdJx = b, o que permite o
desmembramento em dois sistemas triangulares

Ly=Db e Ux=y
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Resolvendo o primeiro sistema, calculamos y gsado no segundo sistema, fornecera o vetor
procuradax.

Dessa maneira, conhecidase U, o sistema sera resolvido com’Dperacdes (dois sistemas
3

, : 2n ~ .
triangulares), o que representa um ganho substarwigparado com ass— operacbes do método da

eliminacao de Gauss.

5.3.1 Calculo dos FatoresLe U

Os fatored. eU podem ser obtidos através de formulas para oselesi; e u;, ou entdo, podem
ser construidos usando a idéia basica do méto&tirdamacao de Gauss.

Veremos a seguir como obtee U através do processo de Gauss.

Dada uma matriz quadradade ordemn, sejaA¢ a matriz constituida das primeirkdinhas e
colunas déA. Suponha qudetfAJ) ! 0 parak =1, 2, ..., i — 1). Entdo, existe uma Unica matriz triangular
inferior L = (m;j), comm; =1,1 i n, e uma Unica matriz truangular supefibe (u;) tais queLU = A.
Ainda maisdetA) = upiUzz...Unp.

Exemplo 1: Resolver o sistema linear a seguir usando a fgiotaJ:

X1+ 2X2- X3=2
2X1+3X2- 2X3=3
X1- 2X2+X3=0

1 2 -1
SelaA=2 3 -2
1 -2 1

Calculando osn; e uj, usando o processo de Gauss sem estratégia degpnento parcial. Para
triangularA, temos:

Etapa 1:

Pivo=al) =1

0 0
Multiplicadores: NMpy = % = % =2 Mgy = % = :_1L =1
1 1
Entao:
Eim E: <1> 2 -1
E.- E,- 2B ® AY="0 -1 0
Es—" Es- El 0 -4 2

Uma vez que os element@s) e af} sdo nulos, podemos guardar os multiplicadoresasest
posicdes, entao:



1 2 -1
AW = 2“-1 0

1/-4 2
Etapa 2:

Pivd =af) =-1

Multiplicadores: Mgy= 32 =" =

Entéo:
E:~ E 1
E.-E ® AP=0 (-1) 0
Es— Es- 4E, 0

1 2 -1
A= 2 -1 0
1 4 2

Os fatores L e U séo:

1 2 -1
u=0 -1 0
0O 0 2

,_
I
RN R
A P O
L O o
o

Para resolvermos o sistefAa= (2, 3, 0J, resolvemosy =b

100 vy 2 yi=2
2 10.y, =3 ou 2y1+Yy2=3 y1=2¥o=-1y3=2
1 41 vy, 0 yi+4y2+ys=0

y=(2.-172)

e, com estes valores, calculamxcgravés déJx =y

1 2 -1 x 2 X1+ 2X2- X3=2
0O -1 0 .x, =-1 ou - X2=-1 Xs=1;xo=1;x,=1
0 0 2 x4 2 2X3 =2

A solucdo do sistema#® = (1, 1, 1J

Exercicio 1: Resolver o sistema linear a seguir usando a fgioraU:

45
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A+ 2X2+4x3=1

X1+ X2 +2X3=2

A +3X2+2X3=3

A solucao do sistema® = (-3, 5, 0)
Exercicio 2: Resolver o sistema linear a seguir usando a fgiorhU:

X1+ X2+2X3=4
2X1- X>= X 0
Xi- X2 XF- 1
A solucdo do sistema® = (1, 1, 1J

5.4 Métodos lterativos (Algoritmos Iterativos)

5.4.1 Método de Gauss-Jacobi ( Algébrico )
Seja o sistema abaixo:

auX:t AuX,t-tanX.= b
A Xt B Xt X= D

anlxl+ an2 XZ +"'+ann Xn = bn

Pode-se afirmar que o mesmo € convergente, setamsisestiver ndorma_diagonalmente
dominante, isto é:

a? @t [ad - +an] ad® lad+lad * -+l
|| |ad* | &t -+ al ou ad® @] *laud + - Fla,
an® |t @+, . au® [ad *[ad * - *ami

Entéo, isola-se em cada uma das equacfes ordengdaomaa das incognitas.

1 1 0 0 0
X§)=E(h- X &% & a X)

1
XK'= aot- ak - a )

1
= ad ak - as

onde,X.”, x\?,...,.x!? sao as atribui¢des inicial do método.

Condicoes de Parada:

j -1 ~ j ~ ~ .
Se para tOdMJ) -y )‘ £erro, entdoy'” sdo as solugdes do sistema.
n n
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5.4.1.1 Exemplos
Exemplo 1: Resolver por Gauss-Jacobi, com 4 decimais cond@mgamento e erro menor ou igual a
0,01 o sistema abaixo:
X+8 —-z=16
oX—-y+z=7
X+y+52=18
a) Verificagdo da convergéncia:
oX—-y+z=7
X+8/—-z=16
X+y+52=18

b) Isolamento das incégnitas:

1
==(7+y-z
6( y-2)
y:%(16—x+z)

1
z=—(18 —x-—
5( y)

C) Atribuigéo inicial:
xX%=0 y=0 29=0

d) Iteragdes:
O = %(7+¢O>_z<0)):%(7+o_o): 1,1667

y(l):%(lG—x(°)+z(°)):%(16-O+O):2

z(l):é(18—><(°)—y(°)):%(18—0—0):3,6

x<2>:%(7+2—3,6):0,9
y? = %( 16 —1,1667 + 3,6 ) = 2,3042

29 = é( 18 —1,1667 — 2 ) = 2,9667

x® = %( 7 +2,3042 — 2,9667 ) = 1,0562
Y& = %( 16 — 0,9 + 2,9667 ) = 2,2583

= é( 18 — 0,9 — 2,3042 ) = 2,9592

XA = %( 7 +2,2583 — 2,9592 ) = 1,0498

yo = %( 16 — 1,0562 + 2,9592 ) = 2,2379
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29 = é( 18 — 1,0562 — 2,2583 ) = 2,9371

X5) = %( 7 +2,2379 - 2,9371 ) = 1,0501 X3 - x| = 0,0003 <rro
Vo = %( 16 - 1,0498 + 2,9371 ) = 2,2359 y¥ -y | =0,002 <erro
29 = é( 18 — 1,0498 — 2,2379 ) = 2,9425 2% - 29| = 0,0054 <erro

A solucao deste sistema é: (1,0501; 2,2359; 2)9425

Exercicio 1. Dado o sistema, pede-se sua solu¢do por GaudsiJammm 4 decimais com
arredondamento e erro menor ou igual a 0,02.

1x+y+z=12
X+ 5+ 92=15
2X+8y—4=6

A solucao deste sistema é: (0,9975; 1,0051; 0)9916

5.4.2 Método de Gauss-Jacobi ( Matricial )

Baseado no algoritmo anterior, 0 método consistieamsformacao do algoritmo em um sistema de
matriz. Portanto, no algoritmo:

di j

jri

=L a X

a mesma situacéo pode ser escrita na forma:

® — (k-1)_ (k-1)

A X1 (bl' dnX> Az X3 = An X
X =(b- aX™ & X* - a &)

(k-1
n )

(K — (k-1)_ (1 (k-1

ann Xn (bn_ anlxl anz X2 o ann—lxnl )

Sendo A a matriz dos coeficientes, odde D + | + S, no qualD é a matriz diagonal,a matriz
inferior eSa matriz superior, a expressao anterior poderéesscrita na forma:

D X"=B - (S+1) X**

Multiplicando ambos os termos pela matriz inversaidgonal,

D'D X"=D'B-D'(S+l) X"
\ X“=-D(Stl) X""*D'B

X“=J X""+E

onde
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J=-D(S+)
E-D'B

5.4.2.1 Exemplos

Exemplo 1:Seja o sistema abaixo:
X+y—5=-6
4x-y+z=19
XxX+3y—-z=14

obter a sua solugéo por Gauss-Jacobi Matricial 8otkecimais com arredondamento e erro menor ou
igual a 0,05. Admitir solucéo inicial nula.

a) Verificagdo da convergéncia:
4x-y+z=19
XxX+3y—-z=14
X+y—%=-6

b) Obtencéo do Algoritmo:

000 0-11 40 0 19
| =100 S=00 -1 D=03 0 PRB=14
110 00 O 00 -5 -6

% 0 0 19 1%
E=0 % o0 .14 =14
0 0 % - 6 %
Entéo,
o Y X 19
NG % 0 % X 1%
5 % O %

c) Atribuigé&o inicial:
0

X= 0
0
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d) Iteracdes:

4,750 5617 4,850 4,951 5031

XY= 4667\ X®= 3483\ X = 3822\ X“= 4057\ X®= 3995
1,200 3083 3020 2,934 3002
4,998 0,033

\ X% 3991 X~ X"z 0,004 <erro
3,005 0,003

A solucao deste sistema é: (4,998; 3,991; 3]005)
Exercicio 1: Dado o sistema abaixo:

5x-y =13
2X+ 4y =14

obter a solugcdo por Gaus-Jacobi Matricial com 4ndigis com arredondamento e erro menor ou igual a
0,005. Admitir solucéo inicial nula.

A solucao deste sistema é: (3,0004; 1,9985)

5.4.3 Método de Gauss-Seidel ( Algébrico )

Derivado do método de Gauss-Jacobi, este métoliwaai cada iteracado os valores ja prontos na
propria iteracdo, para tentar assegurar convergé@nais rapida, ou seja,

1 1 " B R
Xik):a(bl- alz)(;k - alg)ék ). aMXik ). . alnxi]k ))
1
X(Zk):a%(bz' ael)(i(.k)_ azsx(ek_l)' a24XE1k_1)' e aan:wk_l))
2
ng):a%(bs' a.sl)(ik)' aszx(zk)' a34X£1k_1 T aan:(_l))
3

x‘nk)=ai(bn- X " B Xe T BXs T B Xa)

nn

Portanto, o algoritmo do método pode ser expresso p

w_ 1 " (K)®i>]
i _a.i(b LAX e i<

it

5.4.3.1 Exemplos
Exemplo 1: Resolver por Gauss-Seidel, com 4 decimais cond@ndamento e erro menor ou igual a
0,005 o sistema abaixo.

X+8 —-z=16

oX—-y+z=7

X+y+52=18

a) Verificagdo da convergéncia:
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oxX—-y+z=7
X+8/—-z=16
X+y+52=18

b) Isolamento das incégnitas:

1
X=—=(7+y-z

g7 +y-2)
y:%(16—x+z)

1
z=—(18 —x—
5( y)

C) Atribuigéo inicial:
xX%=0 y=0 29=0

d) lteracoes:
XY = %(7+o—0): 1,1667

y = %( 16 — 1,1667 + 0 ) = 1,8542

= é( 18 — 1,1667 — 1,8542 ) = 2,9958

X2 = %( 7 +1,8542 — 2,9958 ) = 0,9764
Y& = é( 16 - 0,9764 + 2,9958 ) = 2,2524

29 = é( 18 — 0,9764 — 2,2524 ) =2,9542

x® = %( 7 +2,2524 — 2,9542 ) = 1,0497
Y& = %( 16 - 1,0497 + 2,9542 ) = 2,2381

= é( 18 — 1,0497 — 2,2381 ) = 2,9424

1

x4 = < (7+2,2381-2,0424) = 1,0493 XY -xX® | = 0,0004 <rro
Y = é( 16 - 1,0493 + 2,9424 ) = 2,2366 y¥ -y | =0,0015 <erro
29 = é( 18 — 1,0493 — 2,2366 ) = 2,9428 - 2% | = 0,0004 <rro

A solucdo deste sistema é: (1,0493; 2,2366; 2)9428

Exercicio 1: Resolver por Gauss-Seidel, com 4 decimais cond@angamento e erro menor ou igual a
0,01 o sistema abaixo.

X+y—-z=13
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x+8 +z=30
2X-y+5=21
A solucdo deste sistema é: (2,0001; 3,0003; 4)0000

5.4.4 Método de Gauss-Seidel ( Matricial )
Seja o sistema abaixo,

(k) — (k-1) (k-1) (k-1

A X1 bl' ApX: - AwsXz © 7 dnXa
X = X a X’ - ax’

(k) _ (k) (k) (k)
nnxn - bn- anlxl - anZXZ- e ann—lxnl

gue pode ser representado na forma matricial:

DX“=B-1 X"-SX*V(D+1)X"=B-S X"

Multiplicando ambos os membros pela inversa Det(l ), temos:

D+)'D+NXY=D+1)'B-(D+1)'s X"

X" =-(D+1) 'SX""+(D+1) B

(k) _ (k-1)
X' =G X +*F
onde,
G=-(D+1)'S
F=(D+I)'B
5.4.4.1 Exemplos
Exemplo 1: Dado o sistema abaixo,
X+ 6y=-21
S5x-y=19

obter suas solucdes por Gauss-Seidel Matricial com 3 decimaisarredondamento e erro inferior ou igual a
0,005. Admitir nula a solucéo inicial.

a) Verificagdo da convergéncia:
S5x-y=19
X+ 6y=-21

b) Obtencéo do Algoritmo:

5 0 00 0 -1 19
D_oe ’I_lo ’S_oo ’B'-21

Entao,
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J5 0 0-1_0 J

G4y % 00 0,
S 0 19 _ 1%
'30% - 21 '6%5

Logo,

X(k): 0 }/

5
0 " 730

1%

RV 5
X+ .6
15

c) Atribuicao inicial:

0
o _
X 0
d) lteracoes:
o_ 3800 @_ 2973 @ _ 3001 @ 3000
= \ = \ = \ —
X - 4133 X - 3996 X - 4,000 X - 4,000
‘X(‘”- X)= 888(1) <erro

A solucdo deste sistema é: (3;-4)

Exercicio 1: Dado o sistema abaixo:

5x -y =13
X+ 4y =14

obter a solucdo por Gaus-Seidel Matricial com 4ndais com arredondamento e erro menor ou igual a
0,005. Admitir solucdo inicial nula.

A solucdo aproximada deste sistema é: (3,000898)D
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6 Interpolacao

6.1 Introducéo

A interpolacao é outra das técnicas bem antigesieas do calculo numérico. Muitas fungdes sao
conhecidas apenas em um conjunto finito e discletoontos de um intervalo [a, b], como, por exemplo
a tabela abaixo que relaciona calor especific@yda & temperatura:

Xi Xo X1 X2 X3 Xa X5 X6 X7

Temperatura°C) 20 25 30 35 40 45 50 55

Calor especifico | 0.999(30.99852 0.99826 0.99818 0.99828 0.99849 0.99878 0.99919
Tabela 1 - Calor especifico da agua.

A partir desses dados suponhamos que se questdaral

a) o calor especifico da 4gua a 325
b) a temperatura para a qual o calor especifit0¥837.

A interpolacéo tem o objetivo de nos ajudar naltgsio deste tipo de problema, ou em casos em
gue possuimos um conjunto de valores obtidos am@@élguns experimentos.

Interpolar uma funcad(x) consiste em aproximar essa funcdo por uma ouingdb g(x),
escolhida entre uma classe de funcfes definijoldoa e que satisfaca algumas propriedades. A funcao
g(x) € entdo usada em substituicdo a furifgo

A necessidade de se efetuar esta substituicde surgarias situacdes, como por exemplo:

a) quando sdo conhecidos somente os valores raaséta fungdo por um conjunto de pontos
(n&o dispondo de sua forma analitica) e é necessddular o valor da fungcdo em um ponto nao taloela
(como é o caso do exemplo anterior).

b) quando a funcdo em estudo tem uma express@mudabperacdées como a diferenciacdo e a
integracdo sao dificeis (ou mesmo impossiveis)edens realizadas. Neste caso, podemos procurar uma
outra funcéo que seja uma aproximacgéao da funcém eladjo manuseio seja bem mais simples.

As fungdes que substituem as funcdes dadas poelede sipos variados, tais como: polinomiais,
trigonométricas, exponenciais e logaritmicas. N@&@mos considerar apenas o estudo das funcoes
polinomiais.

6.1.1 Conceito de Interpolacéo
Seja a funcay =f(x), dada pela tabela 1. Deseja-se determir(&i), sendo:

, X7) e Xxtx, i=0,1,2,..7

I (%
I (X0, X7)

x| X

a)
b)

Para resolver (a) tem-se que fazer uma interpold€dsendo assim, determina-se o polinémio
interpolador, que é uma aproximacgdo da funcao ddeelPor outro lado, para resolver (b), deve-se
realizar uma extrapolacao.

Consideremosn(+ 1) pontos distintosxy, X1, Xz, ..., X,, Chamadosos da interpolacdoe os
valores dd(x) nesses pontof(xy), f(x1), f(X2), ...,f(Xn).

A forma de interpolacdo d€x) que veremos a seguir consiste em se obter unesandetda
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funcadog(x) tal que:
9(%0) = f(xo)
g(x1) = f(x1)
g(%2) = f(x2)
9(%n) = f(xn)

Graficamente temos:

A
y
g(x)
(% T0) X 109))
(%, f(x)
0 o) |\ T % 100)
f(x)
/ (%, %)
0 Xo Xy X%, X3 % Xs X

Interpretacdo geométrica para 5

6.2 Interpolacao Linear
6.2.1 Obtencéo da Férmula

Dados dois pontos distintos de uma fungad(x) : (Xo, Yo) € &1, Y1), deseja-se calcular o valor de
y para um determinado valor deentre ¥ eXx;, usando a interpolacao polinomial.

O polindbmio interpolador € uma unidade menor queldmero de pontos conhecidos. Assim
sendo, o polindbmio interpolador nesse caso tend hrasto €,

P1(X) =aix + ag

Para determina-lo, os coeficientgse a; devem ser calculados de forma que tenha:

P1(%0) =f(x0) = Yo
P1(x1) =f(x1) =y1

ou seja, basta resolver o sistema linear abaixo:

AaXot = Vo ~ .
ondea; e sdo as incognitas e
Xt a= W
Xo 1 ; ) .
A= X, 1 € a matriz dos coeficientes.

O determinante da matrix é diferente de zero, sempre gg€ X;, logo para pontos distintos o
sistema tem solucéo Uunica.

O polindmio interpoladoP;(X) = a;x + a tem como imagem geomeétrica uma reta, portanto
estaremos aproximando a fund@qg por uma reta que passa pelos dois pontos cordseid Vo) e i,
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Y1)

A figura abaixo mostra, geometricamente, os dorggs, o, Yo) € €, Y1), € a reta que passa por
eles.

p,(x)

6.2.2 Exemplos

Exemplo 1: Seja a funcéogy = f(x) definida pelos pontos (0.00; 1.35) e (1.00; 2.94gterminar
aproximadamente o valor &@.73).

P1(X) = a;x + ap € o polinbmio interpolador de®° Igrau que passa pelos pontos dados. Entdo
teremos:

a) Pontos utilizados:
(0.00;1.35) e (1.00; 2.94)

b) Célculo dos coeficientes:
Pi(0)=a;- 0 +ap=135 ® a=1.35
Pi(l)=a;- 1+ap=2.94 ® a; = 1.59

c¢) Polinémio interpolador:
P1(x) =1.5% + 1.35 (equacéo da reta que passa pelos paados)d

d) Resposta:
P1(0.73) =1.59 0.73 + 1.35
P1(0.73) = 2.51

O resultado obtido acima esta afetado por doistie erros:

a)Erro de arredondamento Ex) - € cometido durante a execucéo das operacfesasaale um
resultado ser arredondado.

b) Erro de truncamento (Et) - € cometido quando a formula de interpolacdorauskzada é
escolhida, pois a aproximacdo de uma funcdo codhegenas através de dois pontos dados é feita por
um polinébmio de 1grau.

Exercicio 1: Dada a funcaé(x) = 10¢* + 2x + 1 com os valores dé0.1) ef(0.2) determinaP;(0.15) e o
erro absoluto cometido.

Polinémio interpolador:  Py(x) = 2.15% + 0.986
P1(0.15) = 1.3085
Ea =-0.0034375

Exercicio 2: Calcular o calor especifico aproximado da agu2,a &, usando os valores da tabela 1.

Usando as temperaturas’3D e 35 C.
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Polindbmio interpolador:  Py(X) =- 0.00001& + 0.99874
P1(32.5) = 0.99822

6.3 Interpolacdo Quadratica

6.3.1 Obtencéo da Formula
Se conhecermos trés pontos distintos de uma fueg#io o polindmio interpolador sera:

Py(X) = apx® + awX + ag

O polinbmioP,(x) € conhecido como funcéo quadratica cuja imagesmggica € uma parabola,
portanto, estaremos aproximando a funig&opor uma parabola que passa pelos trés pontogciools
(X0, Yo), (X1, Y1) € (K2, ¥2).

Para determinarmos os valoresagen; e ag € necessario resolver o sistema:

x5 +aXo+ao=Yo
Xt taxgtap =y
axs taetag =Y

ondeay, a; eap SA0 as incognitas e 0s pontrs Yo), (X1, Y1) € &2, y2) sdo conhecidos.

A matriz dos coeficientes é:

x5 Xo 1
V= ¥ x 1
x5 X2 1

Como os pontos séo distintos, entdo o sistematdwgdo unica.

6.3.2 Exemplos
Exemplo 1: Utilizando os valores da funcdo seno, dados pedbelda abaixo, determinar a funcéo

guadratica que se aproximaf¢d = Ziiﬁlx , trabalhando com trés casas decimais.
X sen(x) f(X)
0 0 0.000
P 1 0.328
6 2
P V2 0.560
4 2

a) Pontos utilizados:

(0;0) (p/6; 0.328) (©/4; 0.560)

b) Célculo dos coeficientes:
Py(X) = ax + arX + ao

P2(0)=az. ¢°+a1- 0+ao=0
Po(2) =2 (2f +au. (2)+a0=0328
Po(2)=ae. (2 +au. (2)+20=0560
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Da primeira linha temos g@g = 0. Logo, o0 sistema passa a ser:

0.274a2+0.524a1 = 0.328
0.617a2+0.785%u = 0.560

Resolvendo o sistema acima encontraremos a sofgarimada:
ap = 0.333 a; = 0.452 ap=0

c¢) Polinémio interpolador:
Po(x) = 0.333x* + 0.45%

Exemplo 2: Determinar o valor d§0.2) e o erro absoluto ocasionado pela aplicagdrpolagéo
quadratica, no célculo deste valor, usando os esl@belados da funci®) = x* - 2x + 1. Utilizar duas
casas decimais.

X f(X)
0.5 0.25
0.3 0.49
0.1 0.81
a) Pontos utilizados:
(0.5;0.25) (0.3;0.49) (0.1;0.81)

b) Célculo dos coeficientes:
Py(X) = axX* + agX + ag

025a2+ 0.5a:+ a0 = 025
0092+ 0.3a:+ a0 = 049
00laz+ 0.lau+ao= 081

Resolvendo o sistema pelo método de Gauss, vem:
a,=1.00 a; =-2.00 ap=1.00

c¢) Polinémio interpolador:
Py(X) =X - 2x+ 1

d) Resposta:
P,(0.2) = (0.2§- 2.(0.2) + 1
P,(0.2) = 0.64

Céalculo do erro absoluto:

Ea :f(OZ)- P2(02)
EA=0.64- 0.64
EA =0

Podemos observar que o polindbmio interpoladouélig funcdo dada. Isto ocorre porque a funcao
dada é polinomial de°2grau e, a partir de trés pontos da funcdo, comssguletermina-la sem erro.
Contudo, podera existir o erro de arredondamento.
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Exercicio 1: Usando trés pontos da Tabela 1, determinar o eafmcifico aproximado da agua & 81

Pontos utilizados: (20; 0.99907), (30; 0.998263@& (0.99828)
Polindmio interpolador:  P,(X) = 0.0000041% - 0.000288% + 1.00318
P2(31) = 0.99822

6.4 Interpolacdo de Lagrange

As interpolacdes vistas anteriormente sdo castieydares da interpolacado de Lagrange. Vamos
estudar agora o polinémio interpolador de grau menadgual an, sendo dados + 1 pontos distintos.

Teorema:Sejam %, i), i =0, 1, 2, ...n, n + 1 pontos distintos, isto 8,* X parai * j. Existe um
unico polindmioP(x) de grau menor ou igualmatal queP(x) =y, para toda.

O polinémioP(x) pode ser escrito na forma:

n

Pu) =ag+ax+ax’ + ... +aX" ou Py = g X

i=0

P(x) €, no maximo, de gray sea,! 0 e, para determina-lo, deve-se conhecer os wilaa®), a;,
..., &. ComoP,(X) contém os pontosi(yi), i =0, 1, ...n, pode-se escrever qBg(x) = V.

Com isso temos:

ataXtaxXxt-taxy,

ataxtaxttaxsy,

ataxtaXt*taxy

Resolvendo o sistema acima, determina-se o polim&g{x). Para provar que tal polinbmio é
anico, basta que se mostre que o determinante tte Mados coeficientes das incognitas do sistema, é
diferente de zero. A matrix é:

2 n
1XoX§ X
A= L X X o X

Mas o determinante da matrid € conhecido como determinante das poténcias ou de
Vandermonde e, da Algebra Linear, sabe-se queaeué& dado por:

detA) = C) (X - Xj)' Comox; * x parai * j, vem quedefA) * 0.

i>]
Logo, P(x) é unico.

Exemplo: Sejam os valoresy = 1,X; = 0, = 3 exz = 2. Determinar(~) (xi- %) -

i>]

Ox- x) =i %) (- Xo) (- X1) (Xa- %) (e - X1) (K- X5) =

i>]
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=EDEE)ME)L) =12

Este valor é igual ao determinante da matriz:

Y
N W o R
©
N

6.4.1 Obtencdo da Formula
Sera mostrado, agora, a deducédo da férmula dpatéedo de Lagrange.

Sejamxg, X1, X2, ...,Xn, (N + 1) pontos distintosg =f(x),i =0, 1, ...n.

SejaPr(X) o polinbmio de grai n que interpolaf emxy, ..., X.. Podemos representBf(X) na
forma Pn(X) = yoLo(X) + yaL1i(X) + ... +ynLn(X), onde os polindmiosy(x) sdo de graun. Para cada,
gueremos que a condicBg(x) =Y seja satisfeita, ou seja:

Pn(X) = YoLo(x) +YyiLa(X) + ... +¥aln(X) = Vi

A forma mais simples de se satisfazer esta condigapor:

Lk(x) = 0 se K ie ara isso, definimds(x) por
WI= 1 se k=i®P ’ P

= (X- Xo)(X- X1)...(X- Ke- )(X- Xir 1)...(X- Xn)
(K- Xo)( K- X)...( % X)X Xo.(-X X

Como o numerador dg(x) € um produto de n fatores da forma:

(X- x),i=0,1,..n itk entdoLy(x) € um polinbmio de gram e, assimP,(x) € um polinbmio
de grau menor ou igualra

Além disso, para =x;, 1 =0, ...,ntemos:

n

Pn(x) = Vi Le(x) =ViLi(x) =wi

k=0

Entdo, a interpolacédo de Lagrange para o polinaméopolador é:

P = YL(X)

k=0

ondeLy(x) = C[_l) %

itk
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n

Pn(X) = O (X—)q)) € a férmula da interpolagéo lagrangeana.

k=0 j=0 (
j*k

6.4.2 Exemplos:
Exemplo 1: No caso da interpolacao linear, visto anteriormet#mos dois pontos distintosy, (f(xo)) e
(X1, f(x1)) comnigual a 1.

a) Pontos utilizados:
(0.00; 1.35) e (1.00; 2.94)

b) Célculo dos coeficientes:
P1(X) = YoLo(X) + y1L1(X), onde

_ (X- x)
Lo(X) = (x0- %)
(X~ xo)
LX) = (X1- Xo)

(X- x) (X- Xo)
(Xo- x1) erl(xl- Xo)

Assim,P1(X) = Yo

gue é exatamente a equacao da reta que passa, jioe)) e &, f(x1)).

c¢) Polinémio interpolador:

Py(x) = 1.35% "2 EX g 2. 94% -1.35+1.35+ 2.94= 1.5% + 1.35

gue é a mesma expresséao obtida no exemplo 1 dedlatedo linear.

Exercicio 1: Determinar o polindmio de interpolacédo de Lagrapge a funcdo conhecida pelos pontos
tabelados abaixo e o resultado B(@.5):

Nk |o]|-
N[ |o|X
I TS

Resposta: P,(0.5) = (0.5 = 0.25

Exercicio 2: Determinar o polindmio interpolador de Lagrangeapafuncéo conhecida pelos pontos da
tabela abaixo:

i X; Vi
0 -1 4
1 0 1
2 2 1
3 3 16

Resposta: Ps(x) =x°- 4x+1
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6.5 Interpolacdo Parabdlica Progressiva

Na interpolacdo parabdlica progressiva precisameos+ 1 pontos, onda é o grau do polinémio
desejado. Em seguida, tomamos 0s pontos mais puéxitio ponto que queremos, na hora de montar a
tabela.

Polinémio de grau O:

Polinbmio grau 0
GO®
CTE

Po(X) = ao
Polindmio de grau 1:

Polinémio grau O Polindbmio grau 1

Gl® +
CTE passando por X,

P1(X) =ap + a1.(X - Xo)
Polindmio de grau 2:

Polinémio grau O Polinbmio grau 1  Polinbmio grau 2

G2® + +
CTE passando por X, passando por X, € por X

Pa(X) = a0 +au.(x - X0) +a@2.(X- X0).(X- x1)

Polindbmio de graun:

Pa(X) = a0 +a1.(X - Xo) +a@2.(X- X0).(X- X1) + ... +a@n.(X- X0).(X- X1).(X- X2) ... X~ Xn-1)

Impondo quéP,(X) passe por todos os+ 1 pontos da tabela, temos que:

Pn(Xo) = f(Xo)
Pn(x1) = f(x1)
Pn(Xz) = f(Xz)

Pn(Xn) =f(xy)

Validade:
X=X\ Po(x)=a,= f(X)

F0- a, o f(X)- Py(x)

= 1\ 1( 1): + 1( ‘. ):f N )~
x=x\ P =atatx )= FOov a=— > - X
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f(X)- P.(x)
=v \ = - - - = \ = 2
X=X PZ(XZ) a0+a1(X2 X0)+a2(X2 XO)(XZ X. f(XZ) & (Xz_ Xo)(Xz_ Xl)
Ya
X=X\ PO T @t @ Xt @ (X XX, %) = T X))

_ f(X)- P,.(x)
an (Xn- XO)"'(Xn- Xn—l)

Exemplo 1: Dados os pares abaixo, determinar a expresséati@Gnekbstes mesmos:

Xi -5 -3 1 2
f(x) -8 -4 4 6
12 Hipotese:
X=Xo\ Po(xF- 8
22 Hipotese:
X=X\ & f(x)1<)l-_ E:(Xl){:gﬂ \ PO B A% F 2
32 Hipotese:

f(X)- P.(x) 4- 4
= v\ 2 = =0 \ 2% 2
XZXY & (0 oxs x) @y o PbT 2

43 Hipotese:
= v\ f(Xg)- Pz(Xa) _ 6- 6
XZXKD & (x Txxs xI X)) (2+5(2+3(2- )

=0 \ P,(x} 2¢ 2

Logo, a expressao é;(x) = 2x + 2
6.6 Interpolacdo de Newton com Diferengas Divididas

6.6.1 Diferencas Divididas

Sejaf(x) uma funcdo tabelada em+ 1 pontos distintogy, X1, X2, ... X,. Definimos o operador
diferencas divididas por:

fixo] = f(xo)
fIx]- fIx] _ F(x)- F(%)
X, = %o (% - %)
f[Xl,Xz]- f[XO'Xl]

X; = Xo

fixox] =

f[ X0, X1, %] =

FIX Xy X ] - F[Xgs X X1 ]
X, = %o

f[Xo, X1, X2, ... %n] =

n
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Dizemos quédxo,x1,%2,..X] € a diferenca dividida de orddoda funcad(x) sobre ok + 1 pontos.

Conhecidos os valores gf(@) assume nos pontos distintgs Xi, X2, ... X, podemos construir a

tabela:
X; Ordem O Ordem 1 Ordem 2 Ordemn
XO f[XO] f[XO)Xl] f[XOJX].lXZ] f[XO,X]_,XZ e Xn]
X1 f[xal f[x1,%2] f[X1,%2,%3] -
X2 f[x2] f[X2,%s] f[X2,%3,Xa] -
Xp-2 f[Xn-2] X2 Xn1] | (X2 Xn-1,%0] -
Xn-1 f[Xn-1] f[Xn-1,X%n] - -
Xn f[xn] - - -

6.6.2 Propriedade do Operador Diferencas Divididas

Pode-se provar que as diferencas divididas sagisfaa propriedade de seimétrico nos
argumentos

Exemplo:
fxd- Xl _ flx]- f[x]
X - % X0 = %

f[Xoxd] = = f[x1,%q]

Pode-se provar que cada coeficieatedo polinbmio interpolador de Newton corresponde ao
operador de gran de diferencas divididas:

flxo] = a
fXox1] = a1
f[Xo.X1, %] = @

f[XoX1: X2, .. Xn] = @n

Pa(X) = a0 +a1.(X - Xg) +a2.(X- X0).(X- X1) + ... +an.(X- X0).(X- X1).(X- X2) ... X~ Xn-1)

Pn(X) =1f[x0] + f[Xo,Xa] . (X- Xo) + f[Xo,X1,%2] . (X- Xo) . (X- X1) + ...
+fXo X1, X2, - Xa] - (X Xo) - (X - X1) . (X X2) ... (K- Xne1)

6.6.3 Exemplos

Exemplo 1: Obterf(0.5) usando um polinbmio interpolador de Newtonsggundo grau (3 pontos).
Considere a seguinte tabela:

X -1 0 1 2 3
F(x) 2 1 2 5 10

a) Célculo dos coeficientes &g(x):

X | Ordem 0| Ordem 1| Ordem 2 | Ordem 3| Ordem 4
Xo -1 2 -1 1 0 0
X1 0 1 1 1 0
Xo 1 2 3 1
X3 2 5 5
Xa 3 10
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onde:

f[xa] = f(x0) = 2
flxd] = f(x) = 1
fxo] = f(x2) = 2
f[xs] = f(xs) =5
f[xa] = f(xs) = 10

fxad- Xl _ FOQ)- X)) _1-2 _

f[XO,XJ_] = _
X1 X (X - %) 0+1
flxl]- f[x] _2-1
[ x Xo| = — -1
baxd X2~ X 1-0
f{X2,%g] = fxa - flx] _5-2 _,
X3~ X2 2-1
flxa - f 10- 5
fxera] = Xl = fxd .
X4~ X3 3-2
f[Xo.X1,%2] = X %]~ flx, %] _ 141 _
Xy = %o 1+1
f[X1,X2, %3] = flxo xd - flxs xd _ 3-1 _ L
X3~ X 2-0
f[X2,X3,X4] = fxss xal - fx2, Xal - 5-3 —1
Xa= X2 3-1
f[ X0, X1, X2 Xa] = flxu xe, xd- flxoxa xd _1-1 _ 0
X3~ Xo 2+1
X1, XosXa, Xa] = fxo o % - flxs xaxd _ 1-1 _ 4
X4 X 3-0
[ X0,X1, X2 X3,Xa] = fIxw Xe Xa 4= fIxo xa X2 xd _ 0- 0 _

Xa= Xo 3+1
b) Polindbmio interpolador:

Po(X) =2- 1(x+ 1) + 1&+ 1)x - 0)
Po(X) =2- (x+1)+x(x+ 1)
Po(X) = 2- Xx- 1 +x° +X
Po(X) =% + 1

c) Resposta:
P,(0.5) = (0.5 + 1 =1.25

Exemplo 2: Obterf(40) usando um polinémio interpolador de Newtorgoku 3 (4 pontos). Considere a
seguinte tabela:

Xi 30 35 45 50 55
F(x:) 0.5 0.574 0.707 0.766 0.819
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a) Célculo dos coeficientes &g(x):

Pegar os pontos mais proximos do ponto que dessjamo

X | OrdemO | Ordem 1 | Ordem 2 | Ordem 3
Xo 30 0.5 0.0148 | -0.0001 0

X1 35 0.574 0.0133| -0.0001
X2 45 0.707 0.0118
X3 50 0.766

Como o polinbmio obtido ndo terd grau 3, devemoslker um novo conjunto de pontos:

X | Ordem O | Ordem 1 | Ordem 2 | Ordem 3

Xo 30 0.5 0.0148 | -0.0001 |-0.0000007
X1 35 0.574 0.0133 |- 0.000105
Xo 45 0.707 0.0112
X3 55 0.819

b) Polinbmio interpolador:

P3(x) = 0.5 + 0.0148(- 30)- 0.0001k- 30)(x- 35)- 0.0000002- 30)(x- 35)(- 45)
c) Resposta:

P3(40) = 0.5 + 0.0148(10) 0.0001(10)(5) 0.0000002(10)(5)()

P3(40) = 0.64305

Exercicio 1: Obterf(0.47) usando um polinémio interpolador de Newtonsdgundo grau (3 pontos).
Considere a seguinte tabela:

Xi 0.2 0.34 0.4 0.52 0.6 0.72
F(x) 0.16 0.22 0.27 0.29 0.32 0.37

Polinémio interpoladorPy(x) = 0.27 + 0.1666%(- 0.4) + 1.041665%(- 0.4)k - 0.52)
P»(0.47) = 0.27802

Exercicio 2: Obter f(0.5) usando um polinébmio interpolador de Newtonqimrto grau (5 pontos).
Considere a seguinte tabela:

X -1 0 1 2 3
F(x) 1 1 0 -1 )

Polinémio interpolador:
Py = 1+0.&+ 1) + 71 (x+ 1)) + % (x+ 1))(x- 1) + Z—i (x+ 1)E)x- - 2)
P4(0.5) = 1- 0.375- 0.0625 0.02344 = 0.53906

6.7 Interpolacdo de Gregory-Newton

Muitas vezes sdo encontrados problemas de inteduwleuja tabela de pontos conhecidos tem
valores que sdo igualmente espacados, ou seja:

X1- X0 =Xo- X1 =X3- X2= ... =Xn- X1 =h
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Assimx+1 - X = h, para todo, senddh uma constante.

X =X1+th® x=X+i*h

6.7.1 Diferencas Ordinarias ou Finitas
Df(x) = f(X)

D(x) = f(x + h) - f(X)

D’f(x) = D'(x + h) - D*(x)

H“f(x) =D (x + h) - D"(x)

Xi Ordem O Ordem 1 Ordem 2 Ordem n
Xo f(x0) Df(xo) D’(xo) D'(xo)
X1 f(x) D'(xy) Df(x1) -

Xp f(%o) D'(x,) Df(Xo) -

Xn-2 f(Xn-2) D'(Xn-2) DPf(Xn-2) -

Xn-1 f(Xn-1) D]'f(xnl) - -

Xn f(Xn) - - -

6.7.2 Relacao entre diferencas divididas e diferen¢  as ordinarias

Teorema:.Sex =xo +].h, pargj =0, 1, 2, ...n, entadf[Xo,X1,%2,... Xn] = anfr(]i(") .
Prova: .
f[xo] = f(xo)
xox] = fIxd- fIx] _ FO0)- F(x) _ f(x+h)- f(x) _ Df(x)
X - X (X1 - Xo) h h
Df (x;) Df(x,)
_ xRl - X, x] h ) h _ sz(xo)
flXo.x1,%z] = Y, - % = oh T o

e por inducdo podemos mostrar que esta regradavadira valores maiores que 2.

6.7.3 Gregory-Newton usando Diferencas Ordinarias
Partindo da formula original do método de Newtpre €

Pa(X) = f[Xo] + f[XoXa].(X - X0) + f[Xo. X0, Xe].(X = X0).(X - X1) + ...+ f[Xo,X1,Xz,... Xn].(X = X0).(X - Xp).(X -
X2)ee(X = Xn-1)

podemos derivar a nova formula que utiliza as €eifeas ordinarias:

Df (%) (X - Xo) + D' f (%) (X - X).(X- X)) + ... + D' (%)

Po(x) = f +

X2)-.(X - Xn-1)

(X - X0).(X - Xa).(X -

6.7.4 Exemplos

Exemplo 1: Obterf(0.5) usando um polinémio interpolador de Gregogmftbn (G-N) do segundo grau
(3 pontos). Considere a seguinte tabela:



a) Tamanho do intervalo:

h=1

b) Calculo dos coeficientes &g(x):

c¢) Polinémio interpolador:

Xi -1 1 2 3
f(xi) 2 2 5 10
X Ordem 0| Ordem 1| Ordem 2| Ordem 3| Ordem 4
Xo -1 2 -1 2 0 0
X1 0 1 1 2 0
Xo 1 2 3 2
X3 2 5 5
Xa 3 10
P =2+ T2 (x+1)+ —= (x+ 1))
1 2-1°

Po(X) =2- (x+1)+x(x+ 1)

Poy(X) = 2- x- 1 +X° +X

Pa(x) =x° + 1

d) Resposta:

P,(0.5) = (0.5 + 1 =1.25

Exercicio 1: Obterf(0.04) usando um polinémio interpolador de Gregdewton do segundo grau (3

pontos). Considere a seguinte tabela:

Xi

0.01

0.03

0.05

0.07

F (i)

1.01

1.09

1.25

1.49

Polindmio interpolador®,(X) = 100¢ + 1

P,(0.04) = 1.16

68

Exercicio 2: Obterf(3.7) usando um polinébmio interpolador de Gregogmbn do terceiro grau (4
pontos), ond&x) = In(x). Considere a seguinte tabela:

Xi

1

2

3

4

F (i)

0

0.6931

1.0986

1.3863

Polindbmio interpoladorP;(x) = 0.6931.%- 1)- 0.1438.k- 1)(x- 2) + 0.0283X- 1)(x- 2)(X- 3)
P3(3.7) = 1.30225590
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7 Ajuste de Curvas

Uma das formas de se trabalhar com uma funcamid&fipor uma tabela de valores € a
interpolacao polinomial. Contudo, a interpolacao éaconselhavel quando:
a) E preciso obter um valor aproximado da funcdo egural ponto fora do intervalo de
tabelamento, ou seja, quando se guxdrapolar.
b) Os valores tabelados séo resultados de algum exgreo fisico ou de alguma pesquisa,
porque, nestes casos, estes valores poderdo @ynosrinerentes que, em geral, ndo sdo
previsiveis.

Surge entdo a necessidade de se ajustar a estdeduabeladas uma funcdo que seja uma "boa
aproximacao" para os valores tabelados e que @eexitapolar com certa margem de seguranca.

O problema do ajuste de curvas no caso em questama tabela de pontas,(f(x1)), (X2, f(x2)),
ey &my (X)) COM X4, X2, ..., Xm, pertencentes a um intervala, p], consiste em: escolhidasfuncoes
01(X), 92(X), ...,0n(X), continuas emg| b], obtern constanteas, a,, ...,a, tais que a funcap(x) = a10:(X)
+ agx(X) + ... +angn(X) se aproxime ao maximo €g).

Genericamente, no caso linear, estaremos suponelcos) dados serdo aproximados por uma
funcéo do tipo:
f) @ () =2a191(X) +a202(x) + ... +angn(x)

onde as funcoag(x), 92(X), ...,0n(X) Sdo preestabelecidas.

Dizemos que este é um modelo matematico lineajugoos coeficientes a determinay, ay, ...,
an, aparecem linearmente, embora as fungdes, g92(X), ..., gn(X) possam ser func¢des nédo linearex,de
como por exemplay(X) = €, ga(x) = (¢ + 2), g3(x) =ser(x), etc.

A escolha das funcfes pode ser feita observargtéfito dos pontos conhecidos ou baseando-se
em fundamentos tedricos do experimento que nogderna tabela.

Portanto, dada uma tabela de pontasf(x1)), (X2, f(X2)), ..., &n f(Xrm)), deve-se, em primeiro
lugar, colocar estes pontos num gréafico cartesi@ografico resultante € chamadiiagrama de
dispersdo Através deste diagrama pode-se visualizar a gueamelhor se ajusta aos dados.

Exemplo: Seja a tabela:

[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Xi -1.0 | -0.75| 0.5 -0.2% 0 0.2 0.% 0.75 1{0
f(x) 2.1 1.3 1.1 0.2 0 0.5 0.6 1.5 2.2

O diagrama de disperséo sera conforme mostradxoaba

2.5 4

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
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Portanto, é natural escolher apenas uma fuggdp = x* e procurar entép(x) = ax’ (equacao
geral de uma parabola passando pela origem).

Se considerarmos uma experiéncia onde foram medidoos valores de corrente elétrica que
passa por uma resisténcia submetida a varias nsilecando os valores correspondentes de comente
tensdo em um grafico, poderemos ter:

A

\Y

3
v

neste caso, existe uma fundamentacao tedricaoptawo a corrente com a tendée R, isto €,V é
uma fungao linear de

Assim,gu(x) =i ej (i) =ag(i)

O problema é determinar qual parabola com equagZse ajusta melhor ao primeiro grafico e
gual reta, passando pela origem, melhor se ajossagundo grafico.

No caso geral, escolhidas as funcggs), g2(x), ..., gn(X) temos de estabelecer o conceito de
proximidade entre as funcoeéx) ef(x) para obter as constants a,, ..., an.

Uma maneira é impor que o desviff —j (X)) seja minimo, para= 1, 2, ....m. Veremos a
seguir o método conhecido comi@todo dos Quadrados Minimos

7.1 Método dos Quadrados Minimos

O Método dos Quadrados Minimos € provavelmentecaidg de aproximagdo mais usada na
analise numérica e em problemas praticos. Ist@ge thnto a sua simplicidade quanto ao fato deeque
geral, buscamos aproximacgodes para dados que sadasiebtidas experimentalmente com um certo grau
de incerteza. Veremos que o método dos quadradosas contempla a possivel existéncia de erros nos
dados a serem aproximados. O critério de aproximegasiste em minimizar os residuos.

Chamaremos dix) a funcdo que serd convenientemente aproximadauyima funcadqg (x). No
caso dos quadrados minimos lineares, partimospiadsie de que temos algumas informacgdes sobre o
comportamento de(x). Poderiamos saber, por exemplo, pg(*¢ € uma reta, ou seja:

] (X) =ai +ax

A gquestado é encontrar qual é esta reta, ou sefgs géo 0s valores dg e a, que ajustam 0s
pontos conhecidos.

Num outro exemplo, vamos procurar valores para., e as que tornam a fungéo:

j () =a; +ax+as
uma boa aproximacgéo dos dados.
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Sejam dados os pontas,(f(x1)), (X2, f(x2)), ..., &n f(Xm)) € asn fungdesgi(X), g2(X), ..., Gn(X)
escolhidas de alguma forma. Considerando que o nolgeepontosn, tabelados, € sempre maior ou igual

an o numero de func¢des escolhidas ou o nUmero decmodésa; a se determinar.

Nosso objetivo € encontrar os coeficierdgsay, ..., an tais que a funcdp(x) = a1g1(X) + a»g2(X)
+ ... +a,0n(X) se aproxime ao maximo fg).

Sejadk = f(xk) 4j (Xk) 0 desvio emx. O conceito de proximidade é gdieseja minimo para todo
=1, 2, ...m. No método dos quadrados minimos consiste emhesoada;'s de tal forma que a soma dos
guadrados dos desvios seja minima.

7.1.1 Ajuste Linear Simples

Dada uma tabela com valores %, f(x)), i = 1, 2, ...,m, queremos encontrar a reta que melhor
ajusta esta tabela, no sentido dos quadrados ndni@@no o ajuste serda feito por uma reta, tomaremos
01(X) = 1 egz(X) =X, isto é:

f(X) @ (X) =a; +axx

O residuo para cada pari(ay) e para cada serar(a, az; X) = f(X) —a; — axx. Assim, pelo
meétodo dos quadrados minimos devemos proeyraa, que minimizam a funcao:

<r,r>(ay, az) = <f(x) —ar—ax f(x) —ar—ax> = (f(x)- a,- a,x)".
i=1

Do Calculo Diferencial sabe-se que a condicdossgeea do ponto critico é que as derivadas nele
se anulem, esto é:

il )l

— <, r>=——x<r,r>=0
Ta, fa,

ou ainda, procedidas as respectivas derivacoespnassao K r> temos:

-Zm(f(xi)-al-azxi)zO € -2m(f(xi)-al-a2xi)xi=0

i=1 i=1

Apos o desenvolvimento, estas duas equacdes foumasistema linear com as incégnitase
a,, que podem ser reescrito na forma:

m m m
f(x)- a;- a,x=0
i=1 i=1 i=1

xf(x)- ax- ax =0
i=1 i=1 i=1

ou

m m
mai;+a; X = f(x)

i=1 i=1
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ar x+az X = xf(x)
i=1 i=1 i=1

A solucdo deste sistema pode ser obtida pelo métad Eliminacdo de Gauss. Através das
substituicdes retroativas obtém-se:

mmxif(xi)- mximf(xi) mf(xi)- X a,

i= i= i= i=1 i=1
i=1 i=1 i=1 e al = |

as =

i=1 i=1

Assim, a solucdo do sistema de equacdes lineamese@, dados pelas equacbes acima, e com
estes valores os residuos apresentam o seu meoior va

Como este método consiste em achar o minimo defumgdo quadratica, ele € conhecido como
método dos minimos quadrados.

Exemplo 1: Ajustar os dados da tabela abaixo a uma reta de pae o residuo seja 0 menor possivel.

i 1 2 3 4 5
X; 13 | 34| 51| 68| 80
f(x)) 20 | 52| 38| 61| 58

Usando os valores da tabela temos:
a) Célculo dos somatorios:
m=5
5 x =(1.3)+(3.4) +(5.1) + (6.8) + (8.0)24.6
_5 x? = (1.3f + (3.4)° + (5.1)* + (6.8)* + (8.0)°=149.5
_5 f(x) =(2.0)+(5.2) + (3.8) + (6.1) + (5.8)22.9
_5 x f(x) =(1.3)(2.0) + (3.4)(5.2) + (5.1)(3.8) + (6.8)(H4(8.0)(5.8) =127.54

b) Resolucao do sistema:

Assim, os valores d&; e a; da melhor reta (no sentido dos quadrados minis@&s)pbtidos pelo
sistema:

Ba, +24.6a, = 229
246a, +1495a, =12754

Resolvendo o sistema, obtemase= 2.0098 ea, = 0.5224.
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Usando as férmulas @dg ea, temos:

m X f(x)- x  f(x
a, = _id FO6) 0 g (x) _ 5)(12754) - (24.6)(22.9) _ 637.7- 56334 _ 7436 05224
mo m 2 (5)(1495) - (24.6)2 7475- 60516 14234
m X - X;
i=1 i=1
f(xi)' X a,
a = - _ i1 _ 229- (24.56)(0.52249 _ 229-12851 = 2.0008

Entdo, a melhor reta que passa pelos pontos, usaeg@acao, é:
jj (X) =2.0098 + 0.5224
c¢) Calculo do quadrado dos residuos:

Os valores dg (x) e os respectivos residuagx() = f(xi) 4j (X)) estdo na tabela abaixo:

| 1 2 3 4 5
X; 1.3 3.4 5.1 6.8 8.0
f(x)) 2.0 5.2 3.8 6.1 5.8
i (x) | 2.68892 | 3.78596] 4.67404 556212  6.18900
r(x) | —0.68892| 1.41404] -0.87404 053788 —0.38900

Neste exemplo, a soma dos quadrados dos residuos &

5
r’(x) =3.6787
i=1
Exercicio 1: Considere 0 ajuste da tabela abaixo por uma @dkular a soma dos quadrados dos
residuos.

i 1 2 3 4 5
X; 0 025 | 05 | 0.75 1.00
f(x) | 1.0000| 1.2840| 1.6487| 2.1170| 2.7183

Resposta:
jj (X) =0.89968 + 1,70784

5
A soma dos quadrados dos residuos é*(x) =0.039198

i=1

7.1.2 Ajuste Polinomial
O ajuste linear simples € um caso especial doejpstinomial. A equacédo geral do ajuste

polinomial & dada por:

j (X) =a;taxX+ a3x2 + ... +an+1x”

e as equacdes normais ficam:
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m m 5 m N a, m
m X X X f (X| )
i=1 i=1 i=1 i=1
m m 2 m 3 m 1 a m
n+
X X X X Az x f(x)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
"o ™3 " o4 M e "2
X; X; X; X~ .ds = X f(x)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
m m 1 m 2 m 2 m
n n+! n+ n n
X; X; X; X; X f(x)
i=1 i=1 i=1 i=1 a, i=1

Exemplo 1: Ajustar os pontos da tabela abaixo & equagdp= a; + a,x + a¢. Calcular a soma dos
guadrados dos residuos.

[ 1 2 3 4 5 6
Xi -2 -1.5 0 1 2.2 3.1
f(xi) -30.5| -20.2| -3.3 8.9 16.8 21.4

O vetora € a solucao do sistema acima, que, neste casa;ser

m m m
m X, x2 & f(x)
i=1 i=1 i=1
x K K.a, = xf(x)
i=1 i=1 i=1 i=1
" 2 m 3 m 4 " Zf( )
X X X X X.
i=1 I i=1 i=1 ' 4, i=1 I I

a) Célculo dos somatoérios:
m=6
6

x = (=2) + (-1.5) + (0) + (1) + (2.2) + (3.1)28

i=1

6 x? = (<=2f + (-1.5f + (O + (1Y + (2.2 + (3.1¥ =21.7

i=1

6 X2 = (—2) + (-1.5§ + (OF + (1) + (2.2} + (3.1} = 30.064

i=1

6 x* = (=2 + (1.5} + (0f + (1)* + (2.2f + (3.1)f =137.8402

i=1
6

f(x) =(=30.5) + (-20.2) + (-3.3) + (8.9) + (16.8) 42 =-6.9

i=1
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x f (%) = (~2)(=30.5) + (-1.5)(=20.2) + (0)(=3.3) + (1¥B+ (2.2)(16.8) + (3.1)(21.4) 203.5

i=1
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6 x2 (%)= (<2§(=30.5) + (-1.5Y—20.2) + (03(-3.3) + (15(8.9) + (2.2§(16.8) + (3.1§(21.4) =128.416

i=1

b) Resolucéo do sistema:

O sistema é:
6 28 217 a, - 69
28 217 30064 .a, = 2035
217 30064 1378402 a, 128416

A solucgéo deste sistema é:

a; =-2.018
ap=11.33
as=-1.222

Portantgj (x) = —2.018 + 11.38— 1.22%°.

c¢) Calculo do quadrado dos residuos:

[ 1 2 3 4 5 6
Xi -2 -1.5 0 1 2.2 3.1
f(xi) -30.5 -20.2 -3.3 8.9 16.8 21.4
ij (x) |—29.566] —21.7625| -2.018§ 8.09 16.993521.36158
r(x) —-0.934 1.5625 -1.282 0.81 -0.19350.03842
A soma dos quadrados dos residuos é:
6
r?(x) =5.652312337
i=1
Exemplo 2: Considerando a funcéo tabelada abaixo
[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Xi -1.0 | -0.75| -0.6] -05 -0.3 0 0.2 0.4 0.5 0.7 il
f(xi) 2.05 | 1.153| 0.45 0.4 0.5 0 0.2 0.6 0.512 1,2 2|05

a partir do diagrama de disperséao, deve ser apgtaduma parabola passando pela origem, oufégja,
=j (X) = asX* (neste caso temos apenas uma fuldo= x* ea; = 0 ea, = 0).

Temos entdo o sistema abaixo:
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m m O m
m X X f(x)
i=1 i=1 i=1
m m m m
x 0 = xfx)
i=1 i=1 i=1 i=1
X X; X a, X~ (%)

i=1 i=1 i=1 i=1
ou seja,

m m

x‘as=  f(x)
i=1 i=1

m m

x as= xf(x)
i=1 i=1

xaz=  xf(x)
i=1 i=1

Tomando a ultima equacao temos:
m=11

'M x* = (1) + (0.3164) + (0.1296) + (0.0625) + (0.0081)0) + (0.0016) + (0.0256) + (0.0625) +

(0.2401) + (1) =2.8464

_11 x2f(x) = (2.05) + (0.6486) + (0.162) + (0.1) + (0.145]0} + (0.008) + (0.096) + (0.128) + (0.588)

+ (2.05) =5.8756

_ 58756

Assim, a nossa equacao é 2.864 5.8756 as= =2.0642
quag *7 28461

Portantojj (x) = 2.064%* é a pardbola que melhor se aproxima, no sentigo cqiadrados
minimos, da funcao tabelada.

Exercicio 1: Ajustar os pontos da tabela abaixo & equagip= a; + a-x + asx’. Calcular a soma dos
guadrados dos residuos.

| 1 2 3 4 5 6 7
X; —0.75| -05| -02§ 0| 025 05 0.75
f(x) 13 | 11| 0.2 0 05| 06| 15

Resposta:
jj (X) = 0.17619 — 0.01430+ 2.26666.

7
A soma dos quadrados dos residuos é:*(x,) = 0,250952
i=1
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8 Integracdo Numérica

8.1 Introducgéao

Do ponto de vista analitico existem diversas iegqae podem ser utilizadas na pratica. Contudo,
embora tenhamos resultados basicos e importantas gsatécnicas de integracdo analitica, como o
Teorema Fundamental do Célculo Integral, nem semgdemos resolver todos 0s casos. Nao podemos
sequer dizer que para uma funcéo simples a praniimnbém sera simples, pdfg) = 1X, que € uma
funcéo algébrica racional, possui uma primitiva gé@® o é; a sua primitiva é a funcdo(x) que é
transcendente.

Quando nao conseguirmos calcular a integral poogog analiticos, mecanicos ou graficos, entao
podemos recorrer ao método algoritmico. Em algusitaacdes, s6 podemos usar o0 método numérico.
Por exemplo, se ndo possuirmos a expressao aaal#i; ndo podemos, em hipétese nenhuma, usar
outro método que ndo o numérico. A integracdo nisadrode trazer 6timos resultados quando outros
meétodos falham.

A solucdo numérica de uma integral simples é coemtenchamada de quadratura.

Sabemos do Calculo Diferencial e Integral qué>ye2 uma funcéo continua e p], entdo esta
funcdo tem uma primitiva neste intervalo, ou sejasteF(x) tal que f(x) dx = F(x) + C, comF’(x) =
f(x); demostra-se que, no interva ],

f(x)dx=FB- K3

tais métodos, embora variados, ndo se aplicamunsligpos dentegrandosf(x), ndo sendo conhecidas
suasprimitivas F(x); para tais casos, e para aqueles em que a obteacgrimitiva, embora viavel, é
muito trabalhosa, podem-se empregar métodos pacalaulo do valor numeérico aproximado de
b

f (x)dx.

a

A aplicacdo de tais métodos é obviamente necassarcaso em que o valor dé&) é conhecido
apenas em alguns pontos, num intervajd], ou através de um grafico.
b n
Lembrando que f(x)dx = lim f(x)Dx (Riemann), ondei 1 [x.1, x] partes ded, b], com
a ¥ i=1
Xo=a, X =b eDx = |x —X.1 |, paran suficientemente grandelDy; suficientemente pequeno, f (X)Dx
i=1
b
representa uma boa aproximacao pafgx)dx.

a
b

Convém lembrar, também, que, senff®) ndo negativa ema| b], f(x)dx representa,

a

numericamente, a area da figura delimitadaypo©,x = a,x =b ey =f(x), como mostra a figura abaixo:
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y=f(x)

b
A= f(x)dx

a

Quandd(x) ndo for somente positiva, pode-se considg€rrem modulo, para calculo da area
conforme figura abaixo:

4

y

c b b
A= f(x)+ |f(x)|dx ou A= |f (x)dx

a Cc a

A idéia basica da integracdo numériéa substituicdo da funcdx) por um polindbmio que a
aproxime razoavelmente no intervala, b]. Assim o problema fica resolvido pela integragd®
polindbmios, o que é trivial de se fazer. Com eat@ocinio podemos deduzir formulas para aproximar
b

f (x)dx.

a

As formulas que deduziremos terdo a expressaga@bai

b f(X)dx » Aof(Xo) + Acf(xd) + ... +Af(x),x 1 [a,b], i=0,1,..n

a

8.1.1 Formulas de Newton-Cotes

Nas formulas de Newton-Cotes a idéia de polinémguie aproxime(x) razoavelmente € que este
polindbmio interpolef(x) em pontos deg] b] igualmente espacados. Consideremos a particiutelvyalo
[a, b] em subintervalos, de comprimerito[x;, X+1], 1 =0, 1, ...n-1. Assimxi+1 - X =h = (b- a)/n.

As formulas fechadas de Newton-Cot&#o formulas de integracdo do tigp=a, X, = b e
b Xn n

f(x)dx = f(xX)dx @Ay f(xo) + AL f(xp) + ... + Ay (X)) = Aif(x), sendo os coeficiente;

a X0 i=0

determinados de acordo com o grau do polinémioxamaxior.

Analisaremos a seguir algumas das formulas feshalta Newton-Cotes como regra dos
retangulos, regra dos trapézios e regra de Simpson.



79

Existem ainda armulas abertas de Newton-Catesnstruidas de maneira analoga as fechadas,
comx, exy |l (a b).

8.2 Regra dos Retangulos

Seja o intervalo finitod, b] no eixox que €é particionado emsubintervalos igualmente espacados
[X, X+1], comXo =aex, =b eh =x:1 - % Sejaf uma funcdo continua ou simplesmente Riemann

integravel, cuja integral ndo € conhecida.
b

Nosso objetivo é calcular f (x)dx pelo método da area dos retdngulos. Tais retamguddem
a

ser considerados de diversas maneiras, conformgarassfiguras abaixo:

\

(@) (b) (©)

No primeiro caso, figura (a), a area de cada getanéf(x) - hi; no segundo casofé.1)-hi € no
altimo f((x + %+1)/2) - hi. Em qualquer caso a soma das areas dos retarsguéosma aproximacgao para
b

f (x)dx.

a

Subdividindo o intervalod, b] em n subintervalos, pela regra dos retangulos, queisdiéado
por R(h), é dada pelas formulas:

R = f(x)h . ou
R = f(x.)h . ou

i=0

n-1
Rh) = f % h

i=0

conforme for tomado o caso (a) ou (b) ou (c) dargacima.

, b- a -
Comoh; é constante, temds=——. Entéo :
n

n-1
R=h  f(x)
i=0
ou
n-1
R =h  f(x.)
i=0
ou
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n-1
R(hn) =h f Xi + Xi+1
i=0 2

Em geral, quando utilizarmos a regra dos retarsgodmnos efetuar os célculos através do caso (c),

n-1
ousejaR(hy) =h f(X),sendoxi = XX
i=0

8.2.1 Exemplos
1

Exemplo 1:Calcular X

dx. Consideren = 10 e 4 casas decimais com arredondamento.

2
o1+X

a) Numero de intervalos:
n=10

b) Tamanho do intervalo

h=b'—na =(1- 0)/10=0.1

c) iteracodes:

i Xi f(%i )

0 (0+0.1) = 0.05 0.0499
1 (0.1 +0.2) = 0.1¢ 0.1467
2 (0.2 + 0.3) = 0.2¢ 0.2353
3 (0.3 + 0.4) = 0.34 0.3118
4 (0.4 + 0.5) = 0.4E 0.3742
5 (0.5 + 0.6) = 0.54 0.4223
6 (0.6 + 0.7) = 0.64 0.4569
7 (0.7 + 0.8) = 0.7¢ 0.4800
8 (0.8 + 0.9) = 0.84 0.4935
9 (0.9+1)=0.95 0.4993
S - 3.4699

RO.1)=h  f(x) = (0.1).(3.4699) = 0.34699

d) método analitico:

box

2
01+X

1
dx = %In(1+x2) :%(In(Z) - In(D)= 0 34657

0
Exemplo 2: Quando néao for possivel conhefler) pode-se usdi xi) = (f(x.1) + f(x))/2, para o calculo
anterior, ter-se-ia:

a) Numero de intervalos:
n=10

b) Tamanho do intervalo:

h=b'—na =(1- 0)/10=0.1

C) iteracoes:
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i f(x)) f(%i )
-1 0 -

0 0.0990 0.0495
1 0.1923 0.1457
2 0.2752 0.2338
3 0.3448 0.3100
4 0.4000 0.3724
5 0.4412 0.4206
6 0.4698 0.4555
7 0.4878 0.4788
8 0.4972 0.4925
9 0.5000 0.4986
S - 3.4574

RO.1)=h (%) =(0.1).(3.4574) = 0.34574

1

Exercicio 1:Calcular x3dx, paran = 8.
-1

R(0.25) =h  f(xi) = (0.25).(0.0000) = 0.0000
. : A
método analitico: xodx = )
-1

-1

= 0.

NG
NG

8.3 Regra dos Trapézios
Seja o intervalo finitod, b] no eixox que €é particionado emsubintervalos igualmente espacados

[X, X+1], cOmXo =a eX, =b eh =X - X Sejaf uma funcdo continua ou simplesmente Riemann
integravel, cuja integral ndo é conhecida.

Numericamente: A regra dos trapézios é obtida aproximandd+ser um polindmio interpolador do 1
grau (ao invés de zero, como na regra dos retasigide usarmos a formula de Lagrange para expressar
0 polindmiopi(X) que interpold(x) emx, € X; temos:

b b=x1 X1
FO)dx»  p,(X)dx= (X—r’]‘l) £ (%) +w f(x) dx= It

Assim, | = g[f (%) + f(xl)] , que é a area do trapézio de alturax; - Xp € base§(xo) e f(xy).

Geometricamente:Podemos ver, conforme mostra a figura abaixo:

104 1%P()
X UX

f)

Xi Xi+1
Interpretagdo geométrica da regra dos trapézios
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A area de cada trapézio féx{) + f(x+1))/2 - hi. A soma destas areas sera uma aproximacgao para
b

f (x)dx.

a

8.3.1 Regra do Trapézio Repetida

Dividindo o intervalo & b] em n subintervalos, pela regra dos trapézios, o rafultque sera
indicado porT(h), € dada pela formula:

=" (O T

, b- a -
Comoh; é constante, temds=——. Entéo :
n

T(h)= hil( f(x) +2f (%)

ou

T(h,) = D[ 00) 2 (6) 21 () +..+ 21 (6,)+ ()

)

8.3.2 Exemplos
3,61
Exemplo 1: Calcular —dx pela regra dos trapézios e, depois, analiticam@umasideran = 6 e 4 casas
X
30
decimais com arredondamento.

a) Numero de intervalos:
n==6

b) Tamanho do intervalo:

h:b'—na = (3.6- 3.0)/6=0.1

c) iteracodes:

i Xi f(xi) G G. f(xi)

0 3.0 0.3333 1 0.3333
1 3.1 0.3226 2 0.6452
2 3.2 0.3125 2 0.6250
3 3.3 0.3030 2 0.6060
4 3.4 0.2941 2 0.5882
5 3.5 0.2857 2 0.5714
6 3.6 0.2778 1 0.2778
S - - - 3.6469

() = D11 () 26 () + 27 () +..+ 21 () + 1 )]

T(0.1) = 07'1 (3.6469) = 0,182345
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d) método analitico:

3,61 36
= In(x)]  =In(3.6)- In(3.0) = 0.18232156
30

30
1

Exercicio 1: Calcular (2x+3)dx pela regra dos trapézios e, depois, analiticam€@umesideren =1 e 4
0
casas decimais com arredondamento.

(1) =% 8)=4

1 1
meétodo analitico: (2x +3)dx= x* +3x] =1+3-(0+0)=4
0 0

Como a regra dos trapézios aproxima por uma retdumcao integrandaféx) = 2x + 3 (uma

reta), o valor da integral obtido é exato.
2

Exercicio 2: Calcular xIn(xX)dx pela regra dos trapézios, considerando diverstmegaparan e,
1
depois, analiticamente.

T(1) = % (1.3863) = 0.6932

T(0.5) =% (2.6027) = 0.6507

T(0.25) :% (5.1191) = 0,6399

T(0.125) =%_’ (10.1951) = 0,6372

2
método analitico: xIn(x) dx=
1

2 2 NG
xIn(x) X M]Z: = 0.63629436
2 44 4 '

8.4 Regra de Simpson

A regra de Simpson € obtida aproximandd4ser um polinémio interpolador d€ grau, ou seja,
uma parabola.

Numericamente: Novamente podemos usar a formula de Lagrange pebetecer a formula de
integracdo resultante da aproximacaof(eg por um polinbmio de grau 2. Sgp(x) o polinbmio que
interpolaf(x) nos pontosg =a, x; =X thexx=x + 2h=h:

(X- x)(X- %) f(XO)'*'(X- X0)(X- ) f(X1)+(X- X0)( X- X) F(x2)

P00 = e 2n) (- h) 0

Assim,
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b 1‘(x)dx:X2 f(X) dx» - p( X dx
f(x0) Xz(x- x)( % X) dx f(x) Xz(x X0)(-X ) €X f(x2) Xz(x Xo{ X %) dX

2h2 Xo h2 Xo 2h2 Xo

Resolvendo as integrais obtemos a regra de Simpson:

xzf(x)dx»g[f(xO)+4f(X1)+ f(x)] = Is

Xo

Geometricamente:Podemos ver, conforme mostra a figura abaixo:
P,(x)

Interpretacdo geométrica da regra de Simpson simple

8.4.1 Regra de Simpson Repetida

Aplicando a regra de Simpson repetidas vezesteovalo f, b] = [Xo, X,]. Vamos supor quy,
X1, ..., Xn SA0 pontos igualmente espacados, x+1 - X, en é par (isto € condicdo necessaria pois cada
parabola utilizara trés pontos consecutivos). Asem@mos:

b

f (X)dx @S(hn) Ig[f (%) +4f(x)+2F(x,)+4f(x)+2F(x,)+...+4f (X, )+ f(xn)]

a

8.4.2 Exemplos
1
Exemplo 1: Calcular uma aproximacgéo parg‘dx usando a regra de Simpson com 10.
0
a) Numero de intervalos:
n=10

b) Tamanho do intervalo:

h:b'—na =(1- 0)/10=0.1

C) iteracoes:

i Xi f(Xi) G G, f(x)
0 0.0 1 1 1
1 0.1 1.1052 4 4.420¢
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2 0.2 1.2214 2 2.4428
3 0.3 1.3499 4 5.399¢
4 0.4 1.4918 2 2.983¢
5 0.5 1.6487 4 6.5944
6 0.6 1.8221 2 3.6442
7 0.7 2.0138 4 8.0552
8 0.8 2.2255 2 4.451(
9 0.9 2.4596 4 9.8384
10 1.0 2.7183 1 2.7183
S - - - 51.5487

S( ho) =O—3’1[e°'°+4e°‘1+2e°2+4 @3+, +2 8%+ 4 8°+ &P =1,71829

d) método analitico:
1

gdx = ex]:)= g- 8= 27182818 4 17182818
0
1

- ~ 1 .
Exercicio 1: Calcular o valor de, dado pela expresséao f+—2dx, consideranda = 10.
X
0

S(ho)zo—s'l[ () +4 () +2 19 +4{ R+.+2({ % +4{ % + { %] =3,14157

1 1
meétodo analitico: %dx: 4( arctg(x)] ) = 4.(@rctg(1) - arctg(0)) = 3.14159265
X 0

0

2

Exercicio 2: Calcular xIn(x)dx pela regra de Simpson, considerando diversosesalmaran e, depois,
1

analiticamente.

S0.5) =% (3.8191) = 0,6365

50.25) :%’ (7.6355) = 0.63629167

50.25) :%25 (15.2711) = 0,63629583

2

meétodo analitico: xIn(x) dx=
1

X002 -
2 44 4

Exercicio 3: Calcular uma aproximacgédo para?+1 dx usando Simpson com= 2.
0

]f= = 0.63629436

S(05) =%[1+ 4(125) +2] = = =1.33333...

wlh
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) o D SN I 0, w_4 _
meétodo analitico: x*+1 dx= —+x] =(=+)-(=+0)=— =1.33333...
3 ° "3 3 3

0

Como a regra de Simpson se aproxima por uma parébsendd(x) = x* + 1 uma parébola, o
valor da integral obtido é exato independente doerd de subintervalos utilizado no célculo.
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